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EINLEITUNG. 



In den letzten Decennien haben sich vom theoretischen sowohl, als voofi 
praktischen Standpunkte aus schwere Bedenken erhoben, ob das Problem 
der Planetenbewegungen überhaupt eine Lösung in trigonometrischer Form 
zulasse, während der rechnende Astronom bis dahin die Darstellbarkeit der 
Planetenbewegungen in dieser Form, ohne sich viel um die Convergenzfrage 
zu ktlmmern, gewöhnlich geradezu als Axiom betrachtet hatte. Der Rechner 
konnte sich so lange dem ruhigen Gefühle überlassen, dass seine Rechnungen 
brauchbar sein würden, als er nicht durch seine eigenen Resultate von der 
Bedenklichkeit seines Verfahrens überführt wurde. Unter allen Fallen) wo 
die Resultate selbst ein weiteres Fortschreiten auf der eingeschlagenen Bahn 
verboten, ist Lb Ybrriers Versuch einer trigonometrischen Lösung des Problems 
der säcularen Veränderungen der Bahnen der grossen Planeten wohl der 
berühmteste und zugleich, in seinen Folgen für die Grundlagen unserer 
Kenntnisse vom Planetensysteme, der wichtigste. Le Verribr musste es dahin- 
gestellt sein lassen, ob die Schwierigkeiten, die ihm die »kleinen Divisoren« 
bereiteten, zu beseitigen wären und »nur an der Form lägen« und entschloss 
sich für praktische Zwecke, die säcularen Veränderungen des Planeten- 
systemes als Potenzreihen nach der unabhängigen Variabelen, der Zeit t, 
darzustellen. Vom mathematischen Standpunkte ist das Verfahren zwar 
gerechtfertigt, obwohl man auch von diesem aus als Verallgemeinerung der 
trigonometrischen Lösung des Problemes der zwei Körper eine andere Form 
der Lösung des allgemeinen Problemes der n Körper, von der das der säcu- 
laren Veränderungen ein Theil ist, erwarten müsste, als eine Potenzent- 
wickelung nach der unabhängigen Variabelen zu Hülfe nehmende. Vom 
praktischen Standpunkte aus beurtheilt, hat aber das Verfahren grosse Nach- 
theile: erstens ist es nicht von vornherein angebbar, innerhalb w^elchen 
Bereiches der unabhängigen Variabelen die überdies jeden individuellen 
Gharacter einer Lösung verwischenden Entwickelungen convergiren; sodann 
ist der, aus den erlangten Resultaten abschätzbare Convergenzbereich klein, 
gewiss viel kleiner, als Le Verrier bei der Conslruction seiner Planetentafeln 
stillschweigend vorausgesetzt hat, wenn er die Potenzreihen für die säcularen 
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Veränderungen aus durch mechanische Quadratur bestimmten Specialwerthen 
ermittelt, die sich von i = o aus über 2000 Jahre erstrecken, wenn er also 
die Gültigkeit auf 4000 Jahre ausdehnt; und schliesslich ist die Genauigkeit 
der Darstellung nicht im ganzen Gonvergenzbereiche gleich gross, sondern 
nimmt mit der Annäherung an die Grenzen rasch ab. Auf der Grundlage, 
auf der Le Verriers Untersuchungen beruhen, wäre ausser der von ihm 
angenommenen Potenzentwickelung nach der unabhängigen Yariabelen noch 
ein anderes und wohl zweckmässigeres Verfahren möglich gewesen: es hätte 
die trigonometrische Lösung der ersten Näherung beibehalten und die Potenz- 
entwickelung nach t nnr in den Gliedern zugelassen werden können, die 
durch kleine Divisoren unbequem geworden wären; diese Potenzentwickelung 
hätte dann um so besser convergirt, je kleiner die Divisoren, je grösser also 
die Schwierigkeiten geworden wären, die sich bei Beibehaltung der trigono- 
metrischen Form eingestellt hätten. Derartige Entwickelungen können inner- 
halb eines freilich unbestimmten Bereiches der unabhängigen Variabelen, 
das von vornherein als ausgedehnter betrachtet werden darf, als das für 
eine reine Potenzreihe gültige, convergiren; die hervorgehobenen Nachtheile 
von Potenzentwickelungen haften aber, obwohl quantitativ vermindert, auch 
diesen gemischten Lösungen an. 

Diese Nachtheile machen es sehr wünschenswerth, dass die trigono- 
metrische Form für die Lösung des Problemes der Planetenbewegungen fest- 
gehalten werde, so lange es noch irgend welche Möglichkeit giebt, es zu 
thun. Die vielen grossen und wichtigen Arbeiten, mit denen Herr Gyld^n 
die Wissenschaft bereichert hat und deren wesentliches Fundament eben 
die Beibehaltung der trigonometrischen Form der Lösung ist, betrachten wir 
als einen schwer wiegenden Ausdruck des Bedürfnisses nach der Aufrecht- 
erhaltung dieser Form. 

Dass aber das dynamische Problem überhaupt im Allgemeinen derai*tige 
Lösungen zulasse, dagegen sind meines Wissens zuerst von Herrn Brdns*) 
theoretische Bedenken erhoben worden. Er zeigte, dass sich die Werth- 
systeme der Exponenten, von denen die bei der Integration auftretenden 
Divisoren ganzzahlige Aggregate sind, in einem jeden Gebiete so wählen 
Hessen, dass die trigonometrischen Reihen nach Belieben entweder convergent 
oder divergent werden ; dass also die Integrationsconstanten des dynamischen 
Problemes, von denen die Exponenten analytische Functionen sind, in einem 
Gebiete nicht überall dicht gewählt werden können, ohne dass Divergenz 
der trigonometrischen Lösung eintritt. Er wies überdies auf eine Möglichkeit 
hin, die trigonometrische Lösung aufrecht zu erhalten: dass nämlich zwischen 
den Exponenten rationale Relationen derart bestünden, dass die Divisoren 
zwar verschwinden, aber nicht beliebig klein werden könnten und dass 
diese Relationen erhalten blieben, wenn sich die Änderungen der Integrations- 
constanten auf ein genügend kleines Gebiet beschränkten und sich sprung- 



*j H. Brüns, Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen Störungen, Aslr. Nachr. 
Bd. 109, Nr. 2606, 1884. 
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weise änderten, wenn die Änderungen dieses Gebiet verliessen. Die von 
Herrn Bruns angeführte Existenz der Gommensurabilität gewisser Exponenten 
in den Planetensystemen, die, wenn sie allgemein bestünde, eine periodische 
trigonometrische Lösung des dynamischen Problemes zulassen könnte, durfte 
als Stützpunkt für die Erwartung der wirklichen Existenz derartiger 
Lösungen dienen. 

Herr Poingar£ hat sodann in seinen fundamentalen Untersuchungen'*') 
gezeigt, dass eine bestimmte Klasse der trigonometrischen Lösungen, auf die 
Herr Bruns hingewiesen hat, für das dynamische Problem in der That be- 
steht, nämlich die periodischen Lösungen; er hat nachgewiesen, dass und 
wie man unendlich viele Werthsysteme von Integrationsconstanten bestimmen 
kann, für die es periodische convergente Lösungen giebt und dass, wenn 
eine bestimmte Lösung für den Fall erlangt worden ist, dass ein in der 
Rräftefunction vorkommender Parameter e den Werth o hat, für kleine, 
von Null verschiedene Werthe von e eine andere trigonometrische und nach 
Potenzen von e entwickelbare Lösung bestehen kann, bei der die Integrations- 
constanten bestimmte von e abhängige Incremente erfahren haben. Der 
Periodicitätsmodul T der Lösung bleibt dabei selbstverständlich unverändert, 
wenn die nach der vorausgesetzten Gommensurabilität der Exponenten selbst 
vom Modul T periodische Kräftefunction die unabhängige Variabele explicite 
enthält, er wird aber verändert, wenn dies, wie bei dem allgemeinen Probleme 
der n Körper, nicht der Fall ist. 

Es ist bekannt, welche wichtigen, freilich negativen, Resultate Herr 
Poincar£ durch das Studium dieser periodischen Lösungen erlangt hat: dass 
die trigonometrischen Reihen, die bisher zur Lösung des Problemes der 
Planetenbewegungen vorgeschlagen und praktisch verwerthet worden sind, 
nicht convergiren oder dass es doch nur höchstens singulare Werthsysteme 
der Constanten des Problemes geben könnte, für die die Möglichkeit derartiger 
Reihen nicht mit Sicherheit ausgeschlossen wäre. Wenn auch die Reihen 
semiconvergent bleiben und es mit ihnen möglich ist, die Bewegungen der 
Planeten auf längere oder kürzere Zeit darzustellen, so besteht doch der 
grosse Obelstand, dass wir in einem gegebenen, in der Natur realisirten, 
Falle über die Zeit, innerhalb deren sich die erlangte trigonometrische Lösung 
der unbekannten wahren Lösung bis auf bestimmte obere Grenzen anschmiegt, 
von vornherein nichts wissen und, wenn sich durch die Erfahrung Ab- 
weichungen constatiren lassen, im Unklaren darüber bleiben müssen, ob sie 
der Form der Lösung oder der Formulirung der Aufgabe zur Last zu legen 
sind. 

Bei den Untersuchungen Herrn PoiNCARfis über die periodischen Lösungen 
spielen gewisse constante Grössen, die bereits vor ihm entdeckt worden 
sind und von ihm characteristische Exponenten genannt werden, eine grosse 



*) H. PoiNCAR^, Sur le probl^me des trois corps et les öqaations de la dynamique, 
Acta mathematica , Bd. 13, 1890, und Les möthodes nouvelles de la m^canique cäleste 
1892 und 1893. 
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Rolle. Sie dienen ihm auch dazu, die Exisienz gewisser anderer Lösungen 
des allgemeinen dynamischen Problemes nachzuweisen, der sogenannten 
asymptotischen Lösungen, die, ohne rein trigonometrisch zu sein, die Eigen* 
Schaft besitzen, entweder in unendlich ferner Zukunft in periodische Lösungen 
überzugehen oder aus in unendlich ferner Vergangenheit periodischen Lösungen 
entstanden zu sein. Im ersten Falle hören diese Lösungeo auf convergent 
zu sein, wenn die unabhängige Variabele einen gewissen negativen Werth, 
im zweiten Falle, wenn sie einen gewissen positiven Werth tiberschreitet, 
sie gelten aber in jedem Falle nach einer Richtung der Zeit hin für unbe* 
grenzte Werthe und sie convergiren im ersten Falle um so besser, je grössere 
positive, im zweiten Falle, je grössere negative Werthe die unabhängige 
Variabele annimmt. 

Die Wichtigkeit der periodischen Lösungen in theoretischer Beziehung, 
die durch Herrn PoixcarjBs Äusserung characterisirt wird, dass sie gleichsam 
die Bresche bildeten, durch die man in einen bis dahin für sturmfrei ge- 
haltenen Platz einzudringen versuchen könne, legt den Gedanken nahe, auch 
praktische Versuche zu machen, sie für die Darstellung der Lösung dyna- 
mischer Probleme zu benutzen. Derartige Versuche sind bereits gemacht 
worden, indem man periodische Lösungen als erste Annäherungen für die 
Bewegungen zu Grunde legte "*"). Auch einzelne, zum Theii sehr interessante, 
zu unerwarteten Bewegungen führende Specialfälle, die praktisch vorerst 
keine Bedeutung haben, sind genauer untersucht worden "*"*). 

Es ist desshalb wohl gerechtfertigt, wenn wir uns, an Herrn Poincaräs 
Untersuchungen anknüpfend und uns an seine Darstellung anlehnend, den 
Hechanismus, den man bei dem uns beschäftigenden Probleme der säcularen 
Veränderungen der Planetenbahnen anzuwenden hätte, um periodische und 
assymptotische Lösungen zu erlangen, an einem einfachen Specialfalle klar 
machen. 



*) G. W. Hill, On the pari of the motion of the lunar perigee, which is a function 
of the mean motions of the sun and the mooo; Cambridge 1877, auch Acta mathematica, 
Bd. 8, 1886. — Derselbe, The periodic Solution as a first approximation in the lunar theory, 
Astron. Journal, Vol. XV, No. 353, 1895. — J- C. Adams, On the motion of the moon's node 
in the case, when the orbits of the sun and moon are supposed to have no eccentricities, 
and when their mutual inciination is supposed to be infinitely small, Monthy Notices of 
the Royal Astr. Soc, Vol. XXXVIII, p. 43 sqq., 1878. — 0. Callandreau, Sur quelques 
applications des thäories concernant les Solutions particuliöres p^riodiques du probl^me 
des trois corps et l'int^gration des äquations diff^rentielies Unfaires ä coefTicients p^rio- 
diques, Bulletin Astronomique, T. VIII, p. 49 sqq., 1891. — J. Perchot, Sur le mouvement 
du perigöe de la lune, Gomptes rendus de l'Acad. des sciences, T. CXII, p. 1045, 1^91- — 
Derselbe, Sur les mouvements des noeuds et du perig^e de la lune, Th^se, Paris 1892. 

**) G. W. Hill, Researches in the lunar theory, American Journal of Mathematics, 
Vol. I, 1878. — H. PoiNCARE, Les m^thodes nouvelles de la mäcanique Celeste, T. I, 
p. 104 sqq. — C. BuRRAD, Recherches numäriques concernant des Solutions p^riodiques 
d'un cas special du probl^me des trois corps, Astr. Nachr., Bd. 135, Nr. 3230, 1894. — 
J. Pkrchot et J. Mascart, Sur une ciasse de Solutions p6riodiques dans un cas special du 
Probleme des trois corps, Bull. Astr., T. XII, 1895. 
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Wir wählen dazu die säcularen Veränderungen der Bahnen dreier Planeten, 
die sich in einer Ebene bewegen. 

Die Formulirung des aligemeinen Problemes der säcularen Veränderungen, 
so wie sie in dieser Arbeit getroffen worden ist, ergiebt ftlr diesen Special- 
fall sofort das Problem, die Integration des kanonischen Systemes 

dUa .hzH dVa .02/? 

dt bVa dt bUa ' ' '^• 

zu bewirken, in dem R eine Potenzreihe nach den Gomplexen ««Va, 
UaVß+ VaUß (a, j^ = I, 2, 3) bedeutet, von der man, ohne die Allgemeinheit 
zu beschränken, annehmen kann, dass die Glieder niedrigsten Grades in den 
UaVaj die vom zweiten, nur die Ausdrücke UaVa, nicht auch UaV^^VaUß [a 4= ß) 
enthalten. 

Für unsere Betrachtungen ist es zweckmässig, statt der in der Arbeit 
angewandten Variabelen u^, Va, die zu einander conjugirt complex sind, die 
reellen Grössen Qaj coa durch die Substitution 

einzuführen. Für diese neuen Variabelen besteht dann das kanonische System 

dQa Öfi dlOa hR 

dt hUa dt hQa 

und die Glieder niedrigsten Grades von R sind, indem wir unter den a«, 
wie unter allen Entwickelungscoefficienten von ü, von den Massen und 
mittleren Entfernungen abhängige, bekannte Gonstanten verstehen,^ gleich 
^gaggg. Mit Rücksicht auf sie gelten also, indem die p^\ w{^^ Constanten 
bedeuten, die Gleichungen 

Der vollständige Ausdruck von R ist nun eine Potenzreihe nach den 
Grössen Qa und VqoQ^ cos (w« — to^), das allgemeine Glied der Entwickelung 
von R hat also, indem qj, q^, q^ ganze Zahlen bedeuten, deren Summe ver- 
schwindet, und Pgi, j2, 53 (gl, ga, ^3) eine mit einer Constanle beginnende 
Potenzreihe nach den drei Qa bezeichnet, die Form 

Nehmen wir also an, dass die Zahlen a^ für einen bestimmten vorgelegten 
numerischen Fall solche Werthe hätten, dass 

(a) 9xa, + q^a^+ q^a^ 

eine sehr kleine Grösse wäre, so würde in dem hervorgehobenen Gliede 
die Calamität kleiner Divisoren auftreten. Es giebt nun eine Möglichkeit, sie 
zu beseitigen: es könnten die gegebenen Constanten des Problems, nämlich 
die Entwickelungscoefficienten von R und die Anfangswerthe von Qa und (Oa 
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solche Werthe besitzen, dass sich die Ua oder die in den folgenden Annäherungs- 
rechnungen an deren Stelle tretenden Grössen, die wir kurz als Exponenten 
bezeichnen, strenge wie drei ganze Zahlen pa verhielten, dass also die 
Proportion 

(ß) a^:a:,:a^ = p,:p2'-p3 

bestünde. Dann könnte der Divisor (a) zwar verschwinden, aber nicht beliebig 
klein werden. Er verschwindet dann und nur dann, wenn die g« der 
Proportion 

(y) qr-q-'-gs^Ps - p^'p^ - Ps'p^ - Pi 

genügen und wir wollen unter den qa die niedrigsten ganzen Zahlen ver- 
stehen, die diese Relation befriedigen. Die pa können wir als von einander 
verschieden betrachten, da der Fall gleicher Werthe praktisch stets aus- 
geschlossen zu sein scheint. 

Für die so bestimmten Werthe qa sind das Argument 

und seine ganzen Vielfachen die einzigen Argumente, denen ein verschwin- 
dender Divisor zugehört. 

Um die Lösung der vorliegenden Aufgabe eingehender zu behandeln, 
setzen wir _^ 

und betrachten R als Function allein der p«, /?, als Function allein der Qa 
und des einen Argumentes i2 und denken uns alle anderen Glieder in R^ 
vereinigt. 

Die Constanten Entwickelungscoefficienten denken wir uns vorerst als 
fest gegeben, so dass wir die Beweglichkeit der Lösung, auf Änderungen 
in den W^erthen der Massen und der halben grossen Axen verzichtend, 
hemmen. 

Nimmt man nun zuerst £ = o an, so ergeben die Gleichungen 

dQa J__ (IcOa Oft 

dt dt b^a 



wird 



Mit Benutzung der Abkürzung 



hR 



Ö^a 



= (la+^^aa^Qß + 

Die Relation 

a^ +^ßaißQ{i H -02 +^ß(i2ßQß + • • • : Og +^(i(i^ßQ^ + ' - = p.'P:,:p3 

liefert dann zwei der constanten Grössen Qa als Functionen der dritten und 
da die Proportion (ß) näherungsweise bestehen soll, so sind alle drei Qa 
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klein. Es seien die Qa = Qa^ drei die aufgestellte Bedingung befriedigende 
Wei'the, so wird 

eine vom Index a unabhängige Zahl und mit ihr 

Nimmt man nun e von Null verschieden an, berücksichtigt aber nur 
die ersten Potenzen von €, so sei 

Zeigen wir dann durch den oberen Index o an, dass die Werlhe 
Pa^ Paxf + cu^^^ ftlr Qa uttd (jJa substituirt werden sollen, so gelten für die 
?o\ ^^a "ßd ^^^ ^^'^ d^ö Gleichungen 

Wenn man nun die Gonstante ß = q^co'^ + q^col + 93(03 so wühlt, dass 



'^) c-sr- 



wird, so werden die —tt- periodische Functionen ohne constante Glieder 



und wenn man die Integrationsconstante von ^|j^ mit pjj°^ und den Werth von 

(^—^1 , der durch Substitution eines die Gleichung [d) befriedigenden Werthes 

j- - j bezeichnet, so werden auch die —-r— periodische 
Functionen ohne constante Glieder, wenn die ^^J®^ so gewählt werden, dass 



wird. Sind also zwei der constanten Grössen q^^°^ als Function der dritten 
dieser Bedingung gemüss bestimmt worden, so wird 

eine vom Index a unabhängige Zahl. 

Die Q^^\ wjj^ werden nun Reihen, die in den Argumenten nur nicht ver- 
schwindende Vielfache von 7ct enthalten. 

Die Gleichung (6) hat, da Rx eine trigonometrische Reihe nach Cosinus 
der Vielfachen von ß ist, die Wurzeln 

sin ß = o Q = S7T 
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und die übrigen Wurzeln werden in praktischen Fällen wohl stets imaginär 
werden. Wir wollen diese stets reellen Wurzeln allein in Betracht ziehen. 
Die zu wjj^ additiv hinzuzufugenden Constanten wjj°^ sind vorerst un- 
betimmt geblieben, setzt man aber zur Berücksichtigung von Gliedern 
zweiten Grades in £ 

so sind für die w^^''^ gewisse Bedingungen durch den Umstand vorgeschrieben, 

dass die — . — periodische Functionen ohne constante Glieder sein sollen. 
dt 

Nun ist 

dl 

und aus den zwei letzten Summen, die Sinusreihen sind, kann ein con- 
stanter Ausdruck nur entstehen, wenn im Argumente ein Vielfaches von ß 
auftritt, und dann verschwindet der Ausdruck wegen der Gleichung ß = stt. 

Ferner aber ist wegen derselben Gleichung nicht nur ^^, sondern auch 
' gleich Null; es muss also auch q^co^^°^ ■+• q^io]^°^ -{' q^(o^^°^ gleich Null 



sein. 

Man kann auf diese Weise in der Construction einer nach Potenzen von 
6 angeordneten Losung für die Qaj (^a und x fortfahren. Es giebt also stets 
unendlich viele verschiedene AnfangszustSinde des Systemes, die periodischen 
Bewegungen entsprechen. Ich möchte noch auf die grosse Ähnlichkeit des 
hier behandelten Specialfalles mit dem des Problemes der Bewegungen 
der drei innersten Jupitermonde hinweisen, für die das eine Argument 
^i — 3 ^2 + 2 Z3 dauernd den Mittelwerth 71 hat. 

Herr Poincar« hat gezeigt, dass derartige Losungen für das allgemeine 
dynamische Problem in der That im Allgemeinen exisliren, d.h. dass die 
Reihen für die g«, w« und x für genügend kleine Werthe von e convergent 
sind. 

Ist nun ein bestimmter, numerisch gegebener, Fall zu behandeln, so 
kann man stets von einer Lösung ausgehen, die für e = o periodisch ist; 

wenn nämlich die r — nicht an und für sich commensurabel sind, so braucht 

man nur R + e^adaQa, wobei die da Constanten sind, für R zu setzen 
und den Theil — s^aöaQa tnit den übrigen in e multiplicirten Gliedern 
von R zu vereinigen. Sind also dann die r — nUherungsweise commensurabel. 
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so können die t^ \- sda durch geeignete Wahl der kleinen Grössen eda 

OQa 

stets strenge commensurabel gemacht werden. 

Dann könnte es sein, dass man in einem numerisch gegebenen Falle 
die für € = o gefundene periodische Lösung für € =)= o aufrecht erhalten, 
das heisst, solche Anfangs werthe der q^j w« finden könnte, die einerseits 
mit den gegebenen Werthen bis auf einen gewissen Grad der Näherung 
übereinstimmten und ftlr die andererseits die Bedingungen der periodischen 
Lösung erfüllt würden. Betrachtet man aber die Übereinstimmung in den 
Anfangswerthen als ungenügend und muss man desshalb die Existenz einer 
periodischen Lösung für die gegebenen Werthe ausschliessen, so könnten 
noch, um mit der Darlegung der von Herrn Poincar« aufgewiesenen Hülfs- 
mittei fortzufahren, die asymptotischen Lösungen zu Hülfe gezogen werden, 
da diese wieder eine Anzahl von Constanten einführen, über deren nume- 
rische Werthe man in geeigneter W^eise zu einem besseren Anschlüsse an 
die gegebenen Anfangswerthe verfügen könnte. 

Es sei Ä(^) = /?, + /?„ also 

fl = Ä + eÄ(x). 

Wir nehmen an, dass man eine periodische Lösung Qa, to« gefunden 
hätte, die für die Anfangswerthe der Qa, (Ha i^ur wenig von den gegebenen 
Werthen abweichende Resultate ergäbe; dann setzen wir die wahren Werthe 
von Qa^ ca„ gleich Qa+ Sa, Wa+ ^a uud erhalten mit Vernachlässigung der 
Glieder zweiten und höheren Grades in den als klein betrachteten Grössen 
Sa, rja die Gleichungen: 

dSa_ . V / -^1^^ • ^'^^'^ 

dr]a _ ^ 






«= I, 2, 3, 



in denen die Coefficienten der Sa, rja periodische Reihen vom Modul T sind. 
Es ist bekannt, dass sich die Lösungen derartiger Gleichungen in der Form 

darstellen lassen, wobei a für alle Sa, 'fja eine und dieselbe Constante be- 
deutet, die So, Ta aber periodische Reihen vom Modul T sind. Die a sind 
die Wurzeln einer algebraischen Gleichung von einem der Anzahl der Sa, ^a 
gleichen Grade und die Wurzeln sind paarweise entgegengesetzt gleich, zwei 
von ihnen sind in Folge des Bestehens der kanonischen Form gleich Null und 
für diese verschwindenden Wurzeln a ist der erwähnte Ansatz für die Sa, '^a 
nicht mehr statthaft; es sind hier vielmehr die Sa, f^a die Summen je einer 
periodischen Reihe und einer zweiten in t multiplicirten periodischen Reihe. 
Die 9 charakteristischen Exponenten« a und die Sa, Ta lassen Potenz- 
entwickelungen nach Ve zu. In der That sind die Gleichungen für Sa, 7« 
zu befriedigen, wenn man 
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1 
X 

o 

setzl. Da aber das Vorzeichen von Ve zweideutig bleibt und R nur {VsY 
enthält, muss offenbar mit denselben Werthen der a^^\ S^^\ 7^^ der An- 
satz auch dann noch gültig sein, wenn man Ve mit — Ve vertauscht. Da 
es nun zu jeder Wurzel a auch eine Wurzel — a giebi, so kann die Potenz- 
entwickelung für a die Glieder mit geraden Potenzen von Ve nicht ent- 
halten, es muss also o^'P^ = o sein. 

Der Ansatz für die Lösung führt in leicht ersichtlicher Weise zuerst zu 
dem Resultate, dass die 7^''^ S^^^ Constanten sind, sodann müssen diese Con- 
stanten, damit 7^'^, S^^\ der Voraussetzung entsprechend, periodische Reihen 
werden, die Gleichungen erfüllen 

in denen 

T _ 



aaß = «^„ = ±f^^^dt ba^ = 6^„ = ^J: 



ist. Setzt man also 

CaH=^Yaaybßyj 

so muss a<') eine Wurzel der Gleichung 



dt 



C21 , C22 "T~ ^ > C23 

C31 , C3, , C33 + o^')^ 



= o 



sein und sodann sind alle Constanten 7^**^, 6'^'^ bestimmbar durch eine ein- 
zige von ihnen, etwa P^K Die Fortsetzung der Näherungsrechnungen führt 
dann nur auf einfach durchzuführende algebraische Operationen und Qua- 
draturen "*"), die durchaus keine Schwierigkeiten darbieten. Die einzige 
Schwierigkeit besteht in der Auflösung der Gleichung für a<'). 
In unserem Specialfalle ist offenbar 

und damit nimmt die Gleichung für a<') die Gestalt 

o<^^' (a<^)^ -t- (Cxx + c„ + C33)) = o 

*) H. PoiNCARE, M6thodes nouvelles, T. I, p. 218 sqq. 
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an; es sind also vier Wurzeln o^') gleich Null und die zwei übrigen be- 
stimmt durch 

Man kann nun die Wurzel ii der Gleichung 

so wählen, dass t-^ beliebig entweder positiv oder negativ wird. In einem 

Falle sind zwei Werthe (j<') rein imaginär, im anderen Falle reell und einer 
der Werthe a^') positiv, der andere negativ. 

Dass ausser den zwei, in jedem Falle verschwindenden, Werthen o^') 
hier noch ein zweites Paar auftritt, liegt an der Form von R, die in unserem 
Falle das Verschwinden nur eines Argumentes ß und seiner Vielfachen zu- 
lässt; das zweite Paar würde sofort von Null verschieden, wenn man in R 
auch solche Argumente 

annähme, für die ?i + ^^2 + ?3 + o ist. Dem einen verschwindenden Wei*th- 
paare o^') gehört übrigens im Allgemeinen ein nicht verschwindendes Werth- 
paar von a^3) zu und nur das der kanonischen Form eigenthümliche ver- 
schwindende Werthpaar bleibt übrig und ist durch den schon erwähnten 
veränderten Ansatz der Lösung zu behandeln. 

Im allgemeinen Falle eines kanonischen Systems von 2nVariabelen sind 
die n Quadrate der charakteristischen Exponenten in erster Annäherung die 
n Wurzeln einer nicht symmetrischen, das Quadrat der Unbekannten nur 
in der Diagonale enthaltenden, Determinante, deren Elemente die Werthe 

TJ ÖQaOQ^i TJ OCOaOtJß 

o ' o ' 

sind, während die Exponenten in den hauptsächlichen Theilen die Werthe 

hü 
von — . — bedeuten, die jedoch in jedem numerischen Falle nicht direct 

OQa 

gegeben sind, sondern, in zwei Gruppen von je n Werthen zerfallend, zwei- 
mal als die n Wurzeln einer symmetrischen, die Unbekannte nur in der 
Diagonale enthaltenden Determinante, bestimmt werden müssen. 

In Folge der Nichtsymmetrie der Determinanten für die charakteristischen 
Exponenten ist die bei ihrer numerischen Bestimmung in gegebenen Fällen 
zu leistende Arbeit ganz beträchtlich grösser, als die bei der Ermittelung 
der Exponenten aufzuwendende und erschwert wird die erste Arbeit gegen- 
über der zweiten noch sehr bedeutend durch den Umstand, dass die cha- 
rakteristischen Exponenten im Allgemeinen complexe Zahlen sind — haben 
wir doch schon in dem oben betrachteten Specialfalle die Anfangsglieder 
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beliebig reell oder imaginär machen können — , die Exponenten aber stets 
reelle Grössen. 

Herr PomcARfi hat nun gezeigt, dass man bei Berücksichtigung der 

höheren Potenzen der 1«, ij« in den Gleichungen für-—, -^ die ^a, ly« als 

Potenzreihen nach ganzen positiven und negativen Potenzen von e*** und 
nach ganzen und nur positiven der rJ^j^^^S wobei die cj« die zn charakte- 
ristischen Exponenten sind, darstellen kann, die jedoch nur dann convergent 
sind, wenn man entweder alle T^^l, für die die zugehörigen a« einen ver- 
schwindenden oder einen positiven reellen Theil haben, oder alle 7^2, für 
die sie einen verschwindenden oder negativen reellen Theil besitzen, sämmt- 

N 
lieh gleich Null setzt und wenn -man überdies den Factor ■— des allgemeinen 

Gliedes der Entwickelung, in dem JV und 11 Potenzreihen nach Ve sind, 
nicht nach Potenzen von Ve entwickelt, weil man dadurch nur semiconver- 
gente Reihen erhält. 

Man erlangt so die asymptotischen Lösungen, in denen bei einem Sy- 
steme von zn Variabelen niemals mehr als n — i willkürliche Constanten 
P°l vorkommen können. Da die Entwickelungen für rja mit dem Gliede 
T^^le^^'^ die von ?« aber mit dem Ausdrucke ^cS^/^e*'«^ beginnen, die Jfly 
Sj*i aber Werthe von gleicher Grössenordnung sind, so wird man die lf]^ 
in der Hauptsache dazu zu verwenden haben, den constant werdenden Argu- 
menten ^a^aW« in der Entwickelung von R besser mit dem gegebenen 
Anfangszustande übereinstimmende Werthe zu ertheilen als bei der perio- 
dischen Lösung möglich gewesen ist. 

Was hat nun die praktische Astronomie von diesen Resultaten für 
Nutzen zu erwarten? Läge der specielle Fall von nur sechs Variabelen vor, 
und wären die p« nicht hohe Zahlen, so würden die Versuche, einem ge- 
gebenen Constantensysteme eine periodische Lösung oder selbst eine asymp- 
totische Lösung anzupassen, für einen geübten Rechner nichts Abschreckendes 
haben; es wäre Aussicht vorhanden, die Frage, ob das gegebene System 
derartige Lösungen zuliesse, in dem einen oder dem anderen Sinne beant- 
worten zu können. Es würde bei einem praktischen Versuche gerade die 
Unsicherheit eines Theiles der Constanten in Rücksicht zu ziehen sein, die 
in den theoretischen Auseinandersetzungen, weil dadurch nichts Wesentliches 
an der Sachlage geändert und nur eine Hemmung in der Beweglichkeit der 
Lösungen hervorgebracht wird, als fest gegeben betrachtet worden sind, 
nämlich der Massen. 

Wir kennen die Werthe der Massen der grossen Planeten nur theilweise 
in ihren vier ersten zählenden Stellen, während die Genauigkeit der für 
eine bestimmte Epoche geltenden osculirenden Elemente auf etwa sechs 
zählende Stellen zu schätzen ist. Es wäre bei dem beträchtlichen Gebiete, 
das wir für die Werthe namentlich der Massen offen lassen müssen, selbst 
vielleicht wahrscheinlich, dass man in einfachen Fällen, wie den betrachteten, 
stets solche periodische Lösungen aufstellen könnte, für die die Constanten 
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in dem ihnen durch die fieobachtungen frei gelassenen Gebiete lägen. Die 
Schwierigkeiten eines numerischen Versuches j eine periodische Lösung auf- 
zufinden, wachsen aber sehr bedeutend mit der wachsenden Zahl der ab- 
hängigen Variabelen und da es sich bei dem Probleme der säcularen Verände- 
rungen der Bahnen der acht grossen Planeten, selbst wenn man von den 
hinterher bestimmbaren säcularen Veränderungen der Epochen der mittleren 
Länge absieht, die doch immer auch noch in periodischer Form erlangt werden 
mttssten, um 32 abhängige Variabele und 40 Constanten handelt, so könnte 
sich ein Rechner, wäre seine Geschicklichkeit und seine Fertigkeit im 
numerischen Rechnen auch noch so gross, nur dann an den Versuch wagen, 
die Existenz periodischer Lösungen festzustellen, wenn die Periodicität in 
den Bewegungen der Planeten wahrscheinlich wäre. Nun spricht aber nicht 
nur nichts dafür, sondern wir müssen im Gegentheile annehmen, dass den 
Bewegungen durch, wenn auch noch so geringe Reibung im Äther, durch 
Zusammenstösse mit Heteormassen u. s. w. fortdauernd Theile der lebendigen 
Kraft entzogen werden, und dass desshalb die Bewegungen einem Ende 
entgegenstreben. Der Gedanke aber liegt uns näher, dass das System in 
für uns als unendlich fern zu betrachtender Vergangenheit eine periodische 
Bewegung gehabt habe, in der sich jetzt, einer asymptotischen Lösung 
entsprechend, der Gharacter der ursprünglichen Periodicität verwischt hätte. 
Nehmen wir aber wirklich an, dass es gelungen wäre, eine einigermassen 
mit den gegebenen Constanten vereinbare periodische Lösung zu finden, 
womit man gew isser massen den unendlich fernen Zustand des Systems 
errathen hätte, so bestünde der erste Schritt bei der Lösung der Aufgabe, 
die entsprechenden asymptotischen Lösungen zu ermitteln, in der Auflösung 
der nicht symmetrischen Determinante für die sechszehn paarweise ent- 
gegengesetzt gleichen charakteristischen Exponenten und diese Auflösung 
würde jedesmal zu wiederholen sein, wenn man sich davon überzeugt hätte, 
dass eine angenommene periodische Lösung unhaltbar wäre. Wer aber den 
Umfang der Rechnungen kennt, die selbst nur bei der Ermittelung der 
Haupttheile der 16 Exponenten zu je acht aus den zwei symmetrischen 
Determinanten nöthig sind, der wird von einer mehrmals zu wiederholenden 
Berechnung der charakteristischen Exponenten zurückschrecken müssen. 
Und dieser grossen Arbeit müsste man sich unterziehen, um eine Lösung 
zu erlangen, deren Gültigkeit in Bezug auf die unabhängige Variabele auf 
ein Bereich beschränkt wäre, dessen Ausdehnung selbst dann unbekannt 
bliebe, wenn man die Constanten als genau ermittelt betrachtete. 

Wir müssen aber ausser dem Unfange der Rechnungen noch andere 
Hindernisse für praktische Versuche mit den periodischen und asymptotischen 
Lösungen darlegen: 

Den unbestimmten Begriff der »kleinen Divisorena wollen wir so prä- 
cisiren, dass sie ganzzahlige Aggregate der Exponenten seien, deren strenges 
Verschwinden durch solche Änderungen der Constanten des Problemes mög- 
lich ist, die im Bereiche von deren zulässigen Fehlern liegen. Bei den Unter- 
suchungen Le Verriers dürfte ein Theil der Schwierigkeiten bereitenden 
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Divisoren in diesem Sinne als klein zu betrachten sein und es könnte in 
der That versucht werden, sie strenge zum Verschwinden zu bringen. Die 
Hauptschwierigkeiten knüpfen sich aber nicht an diese von Ls Ybrribr unter- 
suchten Glieder, die von der ersten Ordnung in den Massen und vom vierten 
Grade in den Parametern, d. h. den Werthen der ExcentricitSiten und Nei- 
gungen, sind; sie entstehen vielmehr aus der sogenannten »grossen Ungleich- 
heit« in den Bewegungen des Jupiter und des Saturn und zwar durch von 
Le Verribr bei seinen Versuchen mit der trigonometrischen Form der Lösung 
gar nicht in Rücksicht gezogene Glieder, die, obwohl von der zweiten Ord- 
nung in den Massen und vom vierten und sechsten Grade in den Parametern, 
eine derart vorherrschende Bedeutung haben, dass es unmöglich ist, selbst 
nur eine erste Annäherung für die Bestimmungen der sücularen Veränderungen 
der Planetenbahnen durchzuführen, ohne auf die wesentlichsten dieser Glieder 
Rücksicht zu nehmen. Sie drücken der Lösung wesentlich ihr Gepräge auf 
und unter ihnen ist ein Glied, das eine die Convergenz in Frage stellende 
Grösse annimmt und zwar durch einen Divisor, der zwar beträchtlich kleiner, 
als die bei den anderen grossen Gliedern vorkommenden Divisoren, doch 
unzweifelhaft weit ausserhalb des präcisirten Bereiches der »kleinen Divi- 
soren« liegt; man wäre also hier berechtigt, im Gegensatze zu der Galamität 
der »kleinen Divisoren« von der der »grossen Coefficienten« zu sprechen. 

Es erscheint mir als sicher, dass Versuche mit periodischen und asym- 
ptotischen Lösungen gegenüber dieser Schwierigkeit machtlos sein werden. 

Es möge mir gestattet sein, einige Worte über die Hoffnungen aus- 
zusprechen, die die praktische Astronomie an künftige Fortschritte auf dem 
Gebiete der Theorie der Differentialgleichungen knüpfen darf. Bisher geben 
uns bei dem allgemeinen Probleme der Bewegungen der Planeten nur we- 
nige lösbare Specialfälle die Möglichkeit, Blicke in das dunkle Gebiet zu 
thun, in dem die wahren Lösungen verborgen sein können. Als zu unserer 
besonderen Aufgabe gehörig wollen wir nur einen dieser Specialfälle er- 
wähnen; es ist der einfachste Fall unseres Problemes, w^o es sich um die 
säcularen Veränderungen der Bahnen zweier Planeten handelt, die sich in 
einer Ebene bewegen. Es ist hier eine Lösung des kanonischen Systemes 

dUa .02 R dVa .h 2 R 

Ul bVa dt ÖWa ' 

aufzusuchen, in dem R eine Potenzreihe nach den drei Complexen 

darstellt. Da hier das Integral der lebendigen Kraft R = constans = h und 
das Flächenintegral iü„ + ^m == constans = k besteht, so wird, wenn man 

2 2 ' 

setzt und berücksichtigt, dass 
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ist, R ei ne Potenzreih e nach ^ und VA*" — §»+ i;'. Man kann also den Aus- 
druck Vä^ — S* + ^' aus der Gleichung R = h als Potenzreihe nach den § 

darstellen und erhält danach auch n selbst und r gleichfalls als Func- 

tionen voa ^ allein. Die aus dem kanonischen Systeme in leicht ersichtlicher 
Weise folgende Gleichung 






= idt 



führt also auf eine Quadratur und sie löst mit den zwei weiteren Quadra- 
turen für die säcularen Veränderungen der Epochen der mittleren Längen 
die vorgelegte Aufgabe. 

Die Lösung dieses Falles ist zuerst wohl von Herrn Bohlin*) gegeben 
und drsoutirt worden. 

Wir haben die schon erwähnte, aus der grossen Ungleichheit von Jupiter 
und Saturn entstehende Hauptschwierigkeit, die es in der praktischen Aus- 
führung zu überwinden gilt, in der ersten Annäherung auf ein Problem 
zurückgeführt, das als specieller Fall in dem hier behandelten enthalten ist; 
es wird hier nämlich, indem die a und die b Gonstanten bedeuten, 



4i? = ao + ax§ + a,f- + a^P + [K + &x? + *»!') VA- - §» + ^» 

und die in die höchsten Potenzen von ^ multiplicirten Glieder sind nicht 
klein gegen die in die nullte Potenz multiplicirten. Es besteht demnach 
hier die Relation 



V(Ä _ ao - a,? - a,r - a^pf ^ [k- - p)[K + 6,1 + 6,^)^ 



= idt 



und das Problem führt somit schon in dieser Abkürzung auf vierfach perio- 
dische Functionen zweier Variabelen. 

Derartige Fälle sind aber gewiss nicht geeignet, in uns die Hoffnung 
zu nähren, dass die unbekannten Lösungen des allgemeinen Problems der 
Bewegungen der Planeten eine Form hätten, die anschaulich und für nume- 
rische Rechnungen brauchbar wäre; die Astronomie wird vielmehr gut thun, 
sich mit dem Gedanken abzufinden, dass ihr ein Königsweg für die Dar- 
stellung der Bewegungen der Himmelskörper durch unbeschränkt gültige 
Lösungen dauernd verschlossen sei und dass sie sich bei der Herstellung 
beschränkt gültiger Lösungen auf lange Zeit mit den geringen analytischen 
Hülfsmitteln werde begnügen müssen, die wir jetzt kennen. Aber auch so 
ist sie berechtigt und verpflichtet, drei Anforderungen an die bei der Dar- 
stellung der Bewegungen zu verwendenden Methoden zu stellen: dass die 
erlangten Resultate gültig seien für ein bestimmtes, von vornherein angeb- 
bares Bereich der unabhängigen Variabelen, dass die zur Darstellung be- 



*) K. BoHLiN, Till fr&gan cm sekulära slöriogar, Bihang tili K. Svenska Vet.-Akad. 
HaodliDgar, Bd. i6, Afd. I, No. 12, 1891. 
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nutzten Reihen in diesem Bereiche convergent seien, dass es also nur von 
einer genügend genauen Kenntniss der numerischen Constanten des Pro- 
blemes und ausserdem von der Geschicklichkeit des Rechners abhängen dürfe, 
die Resultate innerhalb des Gültigkeitsbereiches den wahren Lösungen bis 
auf jeden beliel)igen Grad der Genauigkeit nahe zu bringen, und dass 
schliesslich die Genauigkeit der Darstellung mit der Annäherung der un- 
abhängigen Yariabelen an die Grenzen des Gültigkeitsbereiches nicht ab- 
nehme. 

In den nachfolgenden Untersuchungen ist der — gewiss nur als Noth- 
behelf zu betrachtende — Versuch angebahnt, für das Problem der säcularen 
Veränderungen der Bahnen der grossen Planeten eine den aufgestellten An- 
forderungen genügende Lösung zu geben. 

Der Charakter der angestrebten Lösung ist kurz zu bezeichnen: Wir 
sahen, dass es nur Sache einer besonderen Schreibweise ist, die Exponenten 
für € = o unter einander commensurabel zu machen; wählt man nun eine 
Grösse f in geeigneter Weise ^ so lassen sich für e = o die Exponenten als 
ganzzahlige Vielfache von f darstellen. Wir gehen nun aber nicht darauf 
aus, die für € == o erlangte periodische Lösung für 6 4^ o aufrecht zu er- 
halten und es werden desshalb für £ ={= o Glieder auftreten, die bei der 
Integration verschwindende Divisoren erhalten würden, und wir wollen gar 
nicht versuchen, diese Glieder alle zu beseitigen; nur die Glieder, bei denen die 
Divisoren identisch, ohne Rücksicht auf die bestehenden Commensurabilitäten 
der Exponenten, verschwinden, lassen sich durch Änderungen in den Ex- 
ponenten beseitigen und wir denken uns diese Änderungen in dem der 
Bestimmung der Vielfachen von f zu Grunde gelegten Systeme der Ex- 
ponenten bereits vorgenommen, sodass also die erwähnten Glieder bei 
einigermassen geschickter Wahl der Grösse f als sehr unbedeutend betrach- 
tet werden müssen. Die immerhin vorhandenen kleinen Reste und die- 
jenigen merkbaren Glieder, für die die Divisoren durch das Bestehen der 
Commensurabilitäten verschwinden, lassen, wenn wir es nicht künstlich zu 
verhindern im Stande sind, die Zeit und ihre Potenzen ausserhalb der Argu- 
mente trigonometrischer Functionen auftreten. Diese, sehr wenig vortheilhafte, 
gemischte Form der Lösung lässt sich nun aber vermeiden, und die rein 
trigonometrische Form vorerst nur formell wahren, wenn man diese Glieder 
vor der Integration mit der Einheit in Form einer FouaiER'schen Reihe nach 
den Cosinus der Vielfachen von Ift^ die wir in dieser Form als transfor- 
mirenden Factor bezeichnen, multiplicirt, wobei man für l eine nicht kleine 
ganze Zahl zu wählen hat. Derartiger Reihen giebt es unendlich viele und 
man kann auch ihre Convergenz beliebig stark machen; die vortheilhafteste 
ist bereits, von Herrn GyldIKii benutzt worden. Man wendet nun die gewählte 
Reihe zweckmässig nicht nur an, um das Auftreten verschwindender, sonst 
auch unbequem kleiner Divisoren zu verhindern. Die Anwendung der Reihe 

beschränkt das Gültigkeitsintervall auf -jj < ^ < -^ ; man erhält aber 

für diese praktisch wenig bedeutende Beschränkung die Möglichkeit, zu be- 
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weisen, dass die so gewonnene rein trigonometrische , periodische Lösung 
für genügend kleine Werthe von e oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
der Parameter convergent ist und zwar in dem angebbaron. Bereiche 

tt: <! ^ <C - 77 • Praktisch bedeutet aber diese Beschränkung der Gültig- 
keit immer dann nicht viel, wenn die Unsicherheit der aus den Beobach- 
tungen bestimmten Constanten eine Reduction der Gültigkeitsdauer auf ein 
noch engeres Intervall erfordert. 

Dass als erste Annäherung der Rechnungen eine periodische Lösung 
angenommen worden ist, ist wesentlich von der ursprünglichen Absicht ver- 
anlasst, die Aufrechterhaltung einer periodischen Lösung zu versuchen; sie 
ist, als diese Absicht aufgegeben worden war, beibehalten worden, weil sie 
einige kleine, aber unwesentliche Yortheile bei der Yerwerthung der nume- 
rischen Resultate bietet, weil der transformirende Factor ohnehin nur ganze 
Vielfache von ft einführt und weil uns schliesslich die Genauigkeit der 
Werthe der Massen bei geeigneter Wahl der Grösse f nicht gestattet, eine 
Abweichung der Werthe der Exponenten von den ganzzahligen Vielfachen 
von f als sicher zu betrachten; die Rechnungen würden sich im Wesent- 
lichen in derselben Weise, wie es auseinandergesetzt worden ist, auch für 
incommensurable Werthe der Exponenten durchführen lassen« 

Was die numerischen Rechnungen betrifft, so hat die Fassung der Preis- 
aufgabe der Fürstlich Jablonowski'schen Gesellschaft der Wissenschaften eine 
Beschränkung auf die vier innersten Planeten freigestellt, wohl weil Le Verrier 
nur bei diesen auf Schwierigkeiten gestossen war; da sich jedoch die Haupt- 
schwierigkeiten nicht an diese, sondern an die aus der grossen Ungleichheit 
des Jupiter und des Saturn hervorgehenden Glieder knüpfen, also gerade 
das System der äusseren Planeten betreffen, musste ich mich entschliessen,. 
die freigestellte Specialisirung der Aufgabe nicht eintreten zu lassen, son- 
dern die säcularen Veränderungen des gesammten Systemes der grossen 
Planeten in einheitlichem Zusammenhange zu untersuchen. 

Die desshalb nöthige, ganz wesentliche, Erweiterung der numerischen 
Rechnungen trägt neben dem Entschlüsse, einen wenig befriedigenden, auf 
anderer Basis beruhenden Versuch bei Seite zu legen und neben der Noth- 
wendigkeit, auch an der dafür angenommenen Methode, den praktischen 
Bedürfnissen entsprechend, mehrfach Änderungen vorzunehmen, die Schuld,, 
dass ich der Fürstlich Jablonowski'schen Gesellschaft diese Untersuchungen, 
die gleichwohl den Charakter der Lösung schon erkennen lassen, unvollendet 
und sogar noch weit von der Vollendung entfernt, vorlegen muss. 

Für die im Jahre 1891 begonnenen numerischen Rechnungen wurden,, 
entsprechend dem damaligen Zustande unserer Kenntnisse, über die Werthe 
der Constanten des Systemes, namentlich der Werthe der Massen, die für 
die besten angesehenen Zahlen zu Grunde gelegt. Die Rechnungen sind 
ganz unabhängig von früheren durchgeführt worden; selbst darauf habe ich 
verzichtet, die Werthe der Entwickelungscoefficienten der Störungsfunction 
aus Le Verriers Rechnungen zu entnehmen, weil Le Verrier die Werthe der 
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halben grossen Äxen, die er seiner Berechnung der Goefficienien zu Grunde 
gelegt hat, nicht aus den mittleren Bewegungen wie es richtig gewesen 
wäre, sondern aus den siderischen abgeleitet hat. Einer nachträglichen 
Correction von Le Verriers Werthen habe ich aber, abgesehen von den 
Goefficienien der grossen Ungleichheit des Jupiter und des Saturn, die nur 
corrigirt wurden, eine Neuberechnung vorgezogen und jene Werthe nur zur 
Controle benutzt. 

Zur Erklärung der bekannten Anomalie in der Bewegung des Perihels 
der Mercurbahn habe ich mich, nachdem eine Neuberechnung des theore- 
tischen Werthes das Le VsRRiER'sche Resultat bestätigt hatte, dass die gegen- 
seitige Anziehung der Sonne und der Planeten, wenn man alle als punkt- 
förmige Massen betrachtete, nicht zur Darstellung der genannten Bewegung 
genügte, zu der Annahme entschlossen, dass die Anomalie durch einen 
Unterschied in den Hauptträgheitsmomenten des aus der Sonne und ihrer 
nächsten Umgebung bestehenden Massensystemes hervorgerufen werde. 

Auf dieser Grundlage waren die Rechnungen so weit gediehen, wie sie 
hier mitgetheilt werden, als mir Herrn Newgombs aus den Beobachtungen 
abgeleiteten Resultate ttber die Bewegungen der vier inneren Planeten'*'] zur 
Kenntniss gelangten. Da durch diese Resultate ein sehr viel besseres Material 
zur Bestimmung der Massen der inneren Planeten geboten wurde, als bei 
dem Beginne der Rechnungen zur Verfügung stand, so ermittelte ich während 
des Druckes dieser Untersuchungen die osculirenden Werthe der säcularen 
Veränderungen für 1850 und bestimmte mit ihnen und den Resultaten Herrn 
Newcombs die Verbesserungen der zu Grunde gelegten Werthe der Massen 
der inneren Planeten, und zwar, weil die übrigen als genügend sicher an- 
zusehen waren, nur die der drei innersten, und die Verbesserung der einen 
Gonstanten, die die zur Erklärung der anomalen Bewegung des Perihels der 
Mercurbahn angenommene Hypothese einführt« Ich glaube durch diese Unter- 
suchungen die Bedenken, die Herr Newgomb gegen diese Hypothese erhoben 
hat, zerstreut und nachgewiesen zu haben, dass sie nicht nur die erwähnte, 
sondern auch andere Anomalien, auf deren Existenz Herr Nbwcomb'*'*] hin- 
gewiesen hatte, beseitigt. Eine merkbare Differenz zwischen der Theorie 
und den Beobachtungen bleibt danach nur in der allerunsichersten Bewegung, 
der der Neigung der Mercurbahn übrig; ich glaube aber beanspruchen zu 
dürfen, dass diese bereits von Herrn Nbwgomb hervorgehobene Differenz als 
eine in das Bereich der Unsicherheit des Beobachtungsresultates fallende 
betrachtet werde. Die Vergleichung zwischen den theoretischen und den 
beobachteten Werthen der säcularen Veränderungen ergab auch, namentlich 
in den Bewegungen des Perihels und des Knotens der Marsbahn, genügend 
sichere Anzeigen für einen Einfluss der zwischen Mars und Jupiter vorhandenen 



*) S. Newcoüb, The elements of the four inner planets and tbe fundamental constants 
of astronomy, Suppl. to the American Eph. and Naut. Alm. for 1897, 1895. 

**) S. Newcomb, Note on accounting for the secular vartations of the orbits of Venus 
and Mercury, Astr. Journal Nr. 327, 1894. 
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Massen, von denen die in den bisher bekannten kleinen Planeten vereinigten 
nur ein Theil zu sein scheinen. Der Einfluss dieser Massen wurde duroh 
eine rohe Annahme, die vorerst durch keine bessere ersetzbar zu sein scheint, 
berücksichtigt, durch die Annahme nämlich, dass die aus den Beobachtungen 
zu bestimmende genannte Masse zu einem einzigen fingirten Planeten oon- 
densirt sei, der einen in der Ekliptik liegenden Kreis um den Sonnen- 
schwerpunkt beschriebe, dessen Radius einem naherungsweise angenommenen 
Mittelwerthe der halben grossen Axen der Bahnen der kleinen Planeten 
gleich gesetzt wurde. 

Die wegen der erlangten Verbesserungen der Massen und des Unter- 
schiedes der Hauptträgheitsmomente, sowie wegen des Hinzutretens des 
Einflusses des fingirten Planeten nöthigen Veränderungen in der ursprüng- 
lichen Rechnung mussten, als bereits ein beträchtlicher Theil dieser Unter- 
suchungen gedruckt war, ausgeführt werden. Ich hoffe gleichwohl, dass 
diese nachträglichen Änderungen keine merkbare Ungleichförmigkeit in die 
Arbeit gebracht haben. 

Die beiden Hypothesen, die je eine Constante, als aus den Beobachtungen 
zu ermittelten Grössen, einführen, dürften bei unseren jetzigen Kenntnissen 
über das Planetensystem genügen, um die säcularen Veränderungen darzu- 
stellen; sollte sich aber dennoch herausstellen, dass sie zweckmässiger durch 
andere zu ersetzen und dass weitere Massenverbesserungen nöthig wären, 
so würde eine nachträgliehe Änderung nur wenig Mühe bereiten, da wir 
die den Massenverbesserungen und den beiden Hypothesen entsprechenden 
Zusätze zur StOrungsfunction nicht mit den der Anziehung der Planeten bei 
Zugrundelegung der ursprünglichen Werthe der Massen entsprechenden 
Theilen verschmolzen, sondern nur nachträglich hinzugefügt haben. 

Die numerischen Rechnungen sind von mir allein ausgeführt worden; 
sie sind sämmilich entweder durch scharfe Controlerechnungen geprüft, oder, 
wo dies nicht möglich war, durch unabhängige Doppelrechnung sicher ge- 
stellt worden. 

Mit herzlichem Danke möchte ich noch der freundlichen Hülfe gedenken, 
die mir die Herren Drs. C. Rohrbagh und A. ScoMmr, Oberlehrer am Gymna- 
sium Emestinum in Gotha, bei dem Lesen der Correcturen gewährt haben. 
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Seite 71, Z. I V. 0. lies sm Vi? yJ = H = — ^ sm \pß. 

» 78, »15 V. u. » a^sy statt oy^?. 

» 233, tt 4 V. U. » ft)aa » Woo. 



Digitized by 



Google 



Nachtrag. 



Erst als diese Schrift vollständig gedruckt und ein Theil der Exemplare 
bereits versandt war, wurde ich auf eine Ungenauigkeit aufmerksam , die 
in der Behandlung der aus der grossen Ungleichheit des Jupiter und des 
Saturn hervorgehenden säcularen Veränderungen enthalten ist. Besteht näm- 
lich das kanonische System 

dXjc .h2R dyx _, .b2ß 

dt byx dt öccx 

und hat man Ursache, neben den rein säcularen Theilen R^ von R auch 
periodische Theile dR in Rücksicht zu ziehen, die für sich allein zu den 
^«) yx die periodischen Incremente dx^j dy» ergeben, so erzeugt die Sub- 
stitution dieser Incremente in die Theile dR säculare Beiträge zu den x^j y^^ 
die sich offenbar aus den Gleichungen 

dx^ .Ö2Ä0 -x^ b^zöR . .x^ b»2dß . 

dt by^ ^ öyxbcci ^ by^byx ^'' 

ermitteln lassen« 

Es ist aber in dieser Schrift angenommen worden, dass man, um die 
aus der grossen Ungleichheit resultirenden säcularen Veränderungen zu be- 
rechnen, in der JACOBi-HAMiLTON'schen Gleichung 

»f + .,« = o 
zu dem Theile /?o nur das Increment 

hinzuzufügen brauche. Dementsprechend mOsste das kanonische System 

dxx .ft2/?o .bidR 

dt ~ öyx by^ 

dyx _, .Ö2ßo _, .h2dR 

dt hXx bXjc 

bestehen, das mit dem ersten Systeme thatsächlich nicht übereinstimmt, da 
im Allgemeinen die dx^, dy^ Functionen der x^y yx sind. 

Selbstverständlich werde ich mir die Verbesserung des Fehlers bei der 
beabsichtigten Fortsetzung dieser Untersuchungen angelegen sein lassen; es 
scheint, als ob in der Verbesserung die Beträge der Hauptglieder in massigem 
Grade herabgedrückt werden würden. 

Gotha, 1895 Decbr. 25. 

Der Verfasser. 
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Einfahnmg der Variabelen nnd Ableitung des für sie 
geltenden kanoniBchen Systems. 

Wir bezeichnen die Zahl der auf ihre Schwerpunkte reducirt gedachten 
Planeten mit n, die GAuss^sche Constante mit ky die Zeit mit t und nennen 
für den a-ten Planeten 

nia die Masse 
sin ipa die Excentricität tt« die Lange des Perihels 

q>a die Neigung da die Länge des Knotens 

aa die halbe grosse Axe la die mittlere Länge 
ria die mittlere Bewegung r^ die Entfernung vom Sonnenschwerpunkte, 

ferner sei Qaß die Entfernung des a-ten Planeten vom /^-ten, Sa^ der Cosinus 
des heliocentrischen Winkels zwischen beiden. 
Dann setzen wir 

1/ — 1^/— iV — fe 

9a = aaymana =ymay7iaaa = TZZ 

yna 

Pa = gl COS \pa COS gp« pn^a = Sl COS Xpa P^n+a = fff " 



9n-\-a = ^o — ^o ?an+a = 



2 



n« 



K = P^n^a +y;ß k^ ma m^ (-i- - -^) 



Qaß 

Für die drei Werthe a = a^ n -\- a^ 2n + a besteht dann das kanonische 
System *) 

dpa Ößa dqa _ ^Äa 

dt hqa dt bpa 



*) C. G. J. Jacobi's Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von A. Clebsch, Vor- 
lesangen 24 und 36; F. Tisserand, Traitö de möcanique Celeste. T. I, p. 163. 

4* 
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Dieses für uDsre Zwecke noch wenig geeignete System verwandeln wir 
durch eine Berührungstransformation, indem wir als transformirende Func- 
tion den Ausdruck 

"• = !(*• '-«^ + *- '»«^ - ^- '»« ^^) 

Wählen; darin bedeuten i die imaginäre Einheit, e die Basis der natürlichen 
Logarithmen und zur Abkürzung haben wir gesetzt: 

V'a = — PnJfa + , '" - , '^n^-a = — Va -k- PnJfa , V^zn+o = 



2pM-^a V2pan-\-a 

Löst man die Gleichungen 



(j 



nach den |a,»?(j auf, so erhält man*) 

Sa^YYyaia 1?a = Y ^ 9<^^<' 

5«+a= y —9ain+a rjn+a'^^ ^ ~2 ^'^ ^'•+'' 

J^ = 2 sin — e~" *^a l)a = 2 siu — 6*'^« 

InJ^a = sl^COS l//« Siu -'^"- e"~ *^« ^n+a = 2^008 l//« sin -^ ß*^« 

Ean+er = e~ *'« ^an+a = 6*^« 

und für diese Grössen besteht das neue kanonische System: 

Die Grösse Ra lässt sich nun offenbar als eine Potenzreihe nach den 
£<7, \^a und den entsprechenden Grössen für die übrigen Planeten darstellen, 
in der die Coefficienten transcendente Functionen der halben grossen Axen, 
d. h. der Producte ^an+a -^aw+a sind. Die Form von Ra lässt sich aber weiter 
specialisiren : eine im Übrigen beliebige Potenzreihe nach den j:^, ^<7, die, 
wie Raj die Eigenschaften besitzt, ungeändert zu bleiben, wenn man erstens 
den Anfangspunkt der Zahlung der Winkel verändert und zweitens den 
Sinn der Zählung umkehrt, lässt sich als Potenzreihe allein nach den Grössen 

Vax =la^t+ Xjolt 

*) Ich habe nachträglich bemerkt, dass sich diese Variabelen, die früher wohl nir- 
gends vorkommen, von Herrn Poincare (Les m^thodes nouvelles de la m^canique Celeste, 
T. I, p. 30) angegeben werden; ich kann durch ein Depositum erweisen« dass ich ihre 
Wichtigkeit vor dem Erscheinen von Herrn Poincarks Werke erkannt habe. 
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darstellen. Die erste Bedingung hat nämlich die Folge, dass sich die Reihe 
allein nach den 

Vat + l^üt 
Ja^T-= , 

wobei 

ist, also nach den Vat und Wat entwickeln lässt; die zweite Bedingung aber 
erweist es als nölhig, dass die Zahl der in irgend einem Gliede der Reihe 
auftretenden Factoren Wat gerade ist und dann können die Wat ganz be* 
seitigt werden durch die Relation 

Es lasst sich also der der Combination aß zugehörige Theil von Ra als 
eine Potenzreihe aliein nach den einundzwanzig Grössen Vat {<J, t := a^ ßy 
» + a, n -\- ßj 2n + ttj zn + ß) darstellen. 

Bei der Untersuchung der säcularen Veränderungen, bei denen es nur 
auf den von den mittleren Längen freien Theil von Ra ankommt, tritt eine 

beträchtliche Vereinfachung ein. Der Ausdruck *^ ^^ hat nämlich, wenn 

^? 
man sich auf Grössen von der nullten Ordnung in den Massen beschränkt, 

keinen von den mittleren Längen freien Theil und auch, wenn man die 

Glieder der ersten Ordnung in den Massen berücksichtigt, giebt in dem 

eimeigen Falle, bei dem merkbare Beiträge zu den säcularen Veränderungen 

zu erwarten sind, bei der Combination Jupiter-Saturn, der Ausdruck ^ ^^ 
nur solche von den mittleren Längen freie Glieder, die gegen die gleich- 
förmigen des Ausdrucks — klein sind, wie ein Ausdruck zweiten Grades 

Qaß 

in den Excentriciläten gegen die Einheit*). 

Für praktische Bedürfnisse kann man also bei dem Probleme der secu- 
lären Veränderungen vorerst von dem letzten Theile der Ausdrücke für die Ra 
absehen; dann kann man aber die n Ausdrücke Ra in den n kanonischen 
Systemen von der sechsten Ordnung durch den einzigen Ausdruck 

ersetzen, in dem nur die von den mittleren Längen freien Glieder zu be- 
rücksichtigen sind. Sollte man jemals in die Lage kommen, auf die Glieder 

° °^ auch bei Ermittelung der säcularen Veränderungen Rücksicht nehmen 

^ß 
zu müssen, was wenigstens vorerst nicht der Fall zu sein scheint, so würde 

man wohl, um für alle partiellen kanonischen Systeme" streng dieselbe 



♦) Le Verrieb, Ann.Jde l'Observ. Imp. de Paris, T. II, p. 87 und T. X, p. 52. — F. Tisse- 
RAND, I. c. p. 313. 
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SiörungsfuDction zu erhaiteo, die von Jagobi*) vorgeschlagene lineare Trans- 
formation der Goordinaten der Sonne und der Planeten einführen. An dem 
analytischen Character des Problems v^ird durch diese Transformation nichts ge- 
ändert; wohl aber würden die numerischen Grundlagen merkbar andere werden. 
Die zwei letzten Gleichungen der kanonischen Systeme lassen sich nun 

— v] ^^^ 

partiellen DiflFerentialquotienten von Ra nach gl gebildet unter der Voraus- 
setzung, dass die mittlere Länge la als von gl unabhängig betrachtet werde, 
so bestehen die Gleichungen 

dla ^ _ I ^Ra \ dgl ^ hRg 
~dt \^gl) ^f ^^a 

Handelt es sich also im specieilen Falle um säculare Veränderungen, 
so wird gl constant und damii werden auch alle Coefficienten der Potenz- 
entwickelung von fio nach den Vat frei von säcularen Veränderungen. Hierbei 
ist aber ausdrücklich von dem Falle abgesehen, dass in Ro solche von den 
mittleren Längen wirklich abhängige Glieder vorkommen könnten, in denen 
die in den mittleren Längen enthaltene Zeit durch strenge Commensurabilität 
von mittleren Bewegungen wegfiele. 

Der von den mittleren Längen freie, der Combination aß angehörende, 
Theil von Ro ist eine Potenzreihe nach den zehn Grössen t;«^ (x,>t = a, /?, 
n + a, n + ß) und sind einmal die säcularen Theile der Grössen §tt, ^x 
(x, X = I, 2, 3...2W) durch Integration des einzigen kanonischen Systems 
von der 4W-ten Ordnung 

d^^bRo dr]r, ^ bRo 
dt br]x dt d|x 

als Functionen der Zeit ermittelt worden, so erhält man die säcularen Ver- 
änderungen der mittleren Längen durch blosse Quadraturen nach der Formel 



'— /e- 



const. 



Führen wir noch die Grössen Xay ya statt der ^<,, r^a ein durch die 
Substitutionen 

und sehen wir von dem für die Bestimmung der a?^, y^ bedeutungslosen 
ersten Theilie von Ro ab, so können wir die Gleichungen des Problems der 
säcularen Veränderungen in dieser Gestalt ansetzen: 

*] C. G. J. Jacobi, Sur r^limination des noeuds dans le probleme des trois corps, 
Comptes Rendus 1842, Astr. Nachr. Nr. 462, Grelles Journal^ Bd. 26. Lioüville, Journal de 
math6m. T. IX. — Für die Ausführung der angedeuteten Transformation würden Herrn 
Radaus Untersuchungen »Sur une transformation des äquations diCförentielles de la dyna- 
mique« (Ann. Ecole normale sup^r. T. V, 1876) besonders wichtig sein. 
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Die SACULARBN YERÄNDERCNOBIf DER BxBNEIf DER GROSSEN PLANETEN. 

Xa= 2ga sin ^ e"" '^a y„ = 2 9o Sin — e*^a 

XnJ^a "= 2ga VcOS Xpa Si» — «"" *®* J/n+a = 2 J« VcOS ^a Sin ^-^ 6*^« 

CCxVx 



0)xx = 

91 

dsCx .JI2R dy, .baR 

dt dy, df ÖXx 

t 
ÖR 



conat. 



a, /^= I, 2, 3, ... n X, ;-= I, 2, 3, ... 2n. 

Von diesem Systeme sind vier Integralgleichungen bekannt, nämlich 

R = const. 
und die drei Gleichungen der unveränderlichen Ebene 

^a gl cos Xpa COS 9?« =^a |^^ — i- a?« !/« — J ^Tn+o yn+a) = COnSt. 



^« J» COSl/ZaSinqDae *^«=^« ^n+ay gl— ^^aVa — ^ OJ^+a J/^+a = COnSt. 

^« ^^ COS i/;„ sin qp« e* ^« =^« 2/n+a |/ »«— T^« ^« "" IT ^"+«2/«+« = const. 

Die erste dieser Gleichungen ist dem kanonischen Systeme eigenthUm- 
lich; die erste der drei Flächengleichungen ist in der ursprünglichen Form 

^a-j-j-z^^a-— ==o evident und die beiden übrigen ergeben sich aus ihr 

mit Rücksicht darauf, dass die Lage der Fundamentalebene willkürlich ist 
und mit zweien zur ursprünglichen Lage und gegen einander senkrechten 
Lagen vertauscht werden kann. 

Von sonstigen für dieses System bestehenden Relationen erwähnen wir 
die folgenden: Es sei 

o 

indem i{M eine homogene Function von dem 2p-ten Grade in den o?«, y^ 
bedeutet. Dann ist 
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^ ' o 

00 

== 2 Ä + 2^ (p — l) R^^f^ 

^./.(^;-n.)_,«. 
Die erste dieser Relationen ergiebt sieh sofort aus der Gleichung 

die zweite folgt aus den Quadraturen für die mittleren Längen mit Rücksicht 
darauf, dass R eine homogene Function von dem minus zweiten Grade in 
den gl ist, wenn man die mittleren Längen als von den gl unabhängig 
ansieht. 

Während die rechte Seite der zweiten Relation streng constant ist, ist 
es die der ersten sehr nahe, da das niedrigste veränderliche Glied dem 
vierten Grade in den x«, y^ angehört. 

2. 

Die orthogonale Substitution. 

Wir denken uns nun den säcularen Theii von 2 R allein durch diejenigen 
n(2n + i) Werthe la^x ausgedrückt, für die A ^ x ist, was nach der Re- 
lation tüxk = ^Xx geschieht, und setzen dann 

I d2Ä _ 

g^gi öw^i 

und zwar sowohl für einander gleiche als von einander verschiedene Werthe 
der X und X, Das kanonische System wird dann, explicite geschrieben, 
das folgende: 

-^ = — J^^ Ciuiocx -J- = t^i a^iyi Oxi = Oa, . 

Ist die Integration bewirkt, so sind die üxi reelle Functionen der 
Zeit. Da die Gleichungssysteme der o?« und der j/x zu einander conjugirt 
compiex sind, behalten wir weiterhin nur das erste bei. 

Wir ermitteln nun die 4n» Grössen cx^ und die zn Grössen Sx durch 
die Gleichungen: 

SxCfix +S^ (^kfiCXx = O 

die die genannten Grössen vollständig bestimmen und zwar die »Exponenten c 
Sx als Wurzeln s der symmetrischen Determinante, die wir allein durch die 
l'ie Horizontalreihe so bezeichnen: 

f{s} ^ I a,i, Oai, a^i, ..., oa-ia, an + 5, a^+iA, ... a^ni \ = o.. 
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Die säcularen Veränderungen der Bahnen der grossen Planeten. 9 

Setzt man dann \rfif\ 

indem man die obige Form der Determinante f{s) benutzt, also vor Bildung 
der Ableitungen die Relation axx = dxx unbeachtet lässt, so wird bekanntlich 

und 



CXx ^f{Sx)Xy ^ l/fiSjchx ^ 



Da ferner die Summe der Quadrate gleich der Einheit sein soll und 
ist, so wird 



2'^/-Wa=^ = rw 



Da aber 
ist, so kann maa auch schreiben 



CAx ^/ux — 



/■'(Sx) 



Dieser Ausdruck ist also gleich dem Goefficienten von — — in der 
Zerlegung des Ausdrucks -j^ >n Partialbrüche. Die Summe 

ist also, vorausgesetzt, dass f{s) nur einfache Wurzeln besitzt*), 
wie dieses im Planetensysteme zutrifft, identisch mit dem Goefficienten von 

- in der Entwickeluns von :/f^ nach fallenden Potenzen von s. In der 

Determinante für f{s)xft fallen aber ein oder zwei Glieder der Diagonale von 
f[s)j die allein s enthält, fort, je nachdem ob l gleich ^ oder verschieden 
von ^ ist. Im ersten Falle beginnt die Entwickelung von f[s)xft, mit der 
{2n — i)ten Potenz, im zweiten mit der [zn — 2)ten. Da f{s) stets mit der 
2n-ten Potenz von s beginnt, ist demnach Sxft, von Null verschieden oder 
gleich Null, je nachdem ob l gleich /u oder von ^ verschieden ist. Es 
folgt hieraus, dass die c^x die Goefficienten einer linearen orthogonalen Sub- 
stitution sind. 

Die Substitution sei die folgende: 



Wx =^^ cxxorx x^ =^il CjcXUx . 



*) Ueber den Fall gleicher Wurzeln sehe man: Weierstrass, Ueber ein die homo- 
genen Functionen zweiten Grades betreffendes Theorem etc. Monatsber. der Kgl. Preuss. 
Akad. d. Wiss. März 1858. 
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Setzt man dann 

sodass die Relation 

und zwar sowohl für einander gleiche als für von einander verschiedene 
Werthe der x und ii besteht, so wird 

Für die w^ besteht also das System 

— ^- = is^Uy +^^ q>k»ux. 

Die Summe nach X enthält ein in u« multiplicirtes Glied nicht, da 
(p^^ = o ist; es tritt dafür das Glied is^ Ux eii^* Die (pi^ und die 5« sind 
sämmtlich reelle Functionen der Zeit, die von den i/« und den zu ihnen 
conjugirt complexen Werthen v^ abhängen. 

Bildet man die Determinante der Cti so, dass die unteren Indices in der 
richtigen Reihenfolge der Zahlen horizontal und vertical angeordnet sind, so 
ist das linke obere und das rechte untere Viertelquadrat aus Elementen zu- 
sammengesetzt, deren wesentlichste Theile constant sind, und deren hinzu- 
tretende variabele Theile, wie auch sämmtliche Elemente der rechten oberen 
und linken unteren Viertelquadrate von der zweiten Ordnung sind in Bezug 
auf Excentricitäten und Neigungen, deren constante Theile wir kurz als Para- 
meter bezeichnen wollen. Die q)xi sind also sämmtlich Grössen von der 
Ordnung der ersten Potenz der störenden Massen und von der zweiten Ord- 
nung in Bezug auf die Excentricitäten und Neigungen; wir wollen kurz 
sagen von der ersten Ordnung und dem zweiten Grade. Die s^ dagegen 
sind Grössen von der ersten Ordnung und dem nullten Grade. Bildet man also 
aus den Goefficienten der Ux in den Differentialgleichungen für diese Grösse 
eine Determinante wiederum in der natürlichen Reihenfolge der unteren 
Indices angeordnet, so besteht die Diagonale aus rein imaginären Elementen, 
deren absolute Werthe mit Ausnahme eines Elementes gegen die aller 
anderen Elemente, die reell sind, gross sind wie der nullte Grad gegen den 
zweiten. 

In der analog gebildeten Determinante der Goefficienten der Differential- 
gleichungen für die o?« sind alle Elemente des linken oberen und des 
rechten unteren Viertelquadrates von derselben Beschaffenheit und Grössen- 
ordnung wie die iSx und gegen die erstgenannten klein, wie der zweite 
Grad gegen den nullten. 

In dieser Umgestaltung liegt der Vortheil, den die Gleichungen für die 
Wx vor denen für die x^ bei der weiteren Behandlung voraushaben. Durch 
blosse Transformation scheint sich ein weiterer Vortheil nicht erzielen zu 
lassen. 
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Eioen besonderen Fall unseres Problems, der zwar bei dem Planeten- 
systeme nicht ohne Weiteres vorkommt, aber auch für dieses eine gewisse, 
wichtige Bedeutung hat, wollen wir besonders erwähnen. Hängt nämlich 
2R nur von den Producten 

WxVx = w;x 

ab, und besteht das kanonische System 

duy .bzR dVx .hzR 

dt ötv dt hUtc ' 

fol{ 
die strengen Lösungen: 



SO sind alle w^ und folglich auch alle r constant. Das Problem hat also 

hWfc 



^ *> — ' * s — ^ 

Eine ganz ähnliche Lösung besteht auch für den Fall, dass 2R nur von 
dem Complexe 

2ux. 2vx = w 

abhängt; es wird dann w und damit auch -;- — constant, alle -rr werden 

ow dt 

unter einander gleich, ebenso alle -y^* Die strengen Lösungen sind 

— in -^ — t tn -V—- { 

2ux= nee 2Vx = noe w ^= n^bc , 



3. 

Es sind in den letzten Jahren Versuche gemacht worden, rein trigono- 
metrische Lösungen mechanischer, das Weltsystem betreffender Probleme unter 
der Voraussetzung zu erhalten, dass die Bewegungen periodisch seien*). 
Sind diese Versuche auch, mathematisch betrachtet, gerechtfertigt, da in der 
That die Constanten des Problems derartige Werthe haben können, dass eine 
trigonometrische, periodische Lösung besteht, und werden sie auch noch über- 
dies begünstigt durch die Unsicherheit der aus den Beobachtungen abge- 
leiteten Werthe der Gonstanten des Problems, die es als möglich erscheinen 
lassen könnten, dass eine vom Rechner unter Zugrundelegung eines bestimmten 
Systems von Constanten gefundene genäherte Periodicität strenge bestünde, 
so haben sie doch darin einen grossen Mangel, dass eben die Unsicherheit 
der Constanten, die in einer Beziehung die Versuche begünstigt, den Rechner 
irre leiten und zur Annahme eines Periodicitätsmodul bestimmen kann, für 
den eine convergente Lösung nicht besteht. Handelt es sich nun noch um 

*) Pbrchot, J. Sur le mouvement du p6rig6e de la lune, Comptes rendus de TAcad. 
des Sciences, T. CXII, p. 1045, Paris 1891. — Derselbe, Sur les mouvements des noeuds 
et du pörig^e de la lune, Th^se, Paris 1892. 



Digitized by 



Google 



12 Paul Harzer, 

ein so vielgliedriges System, wie es bei dem PlaDetensysteme der Fall ist, so ist 
der Versuch des Rechners die eine periodische Darstellung der Bewegungen 
zu finden, deren- Existenz zugegeben werden könnte, völlig aussichtslos. 

Nimmt man nun aber, wie es zweckmässig erscheint, die einmal gewählten 
Constanten, anstatt ihre Unsicherheit als Deckmantel zu benutzen, fest an 
und wählt ihnen entsprechend einen bestimmten Periodicitätsmodul, der sich 
den Bewegungen so gut wie möglich anschmiegt, so wird man zwar nicht 
den Anspruch erheben können, mit dieser periodischen Lösung die Bewegungen 
für eine unbegrenzte Dauer genügend genau darzustellen, kann aber, wie 
wir zeigen wollen, der einmal gewählten periodischen Lösung alle bei der 
Integration der Differentialgleichungen der Bewegung auftretenden Theile, 
die sich ihr nicht freiwillig fügen, durch ein einfaches künstliches Mittel 
dennoch anpassen. 

Dass dieses Anpassen nur auf Kosten der Gültigkeit der Lösung für un- 
begrenzte Werthe der Zeit geschehen kann, ist von vornherein klar. Da aber 
eine Beschränkung einer selbst sonst unbeschränkt gültigen Lösung praktisch 
durch die Unsicherheit der Gonstanten entsteht, so wird die erwähnte Be- 
schränkung völlig bedeutungslos, wenn sie, wie dieses wirklich der Fall ist, 
der Zeit immer noch ein grösseres Gebiet frei lässt, als praktisch wegen 
der Unsicherheit der Constanten ausgenutzt werden kann. 



Der transformirende Factor. 

Das Mittel, die Anpassung zu bewirken, beruht auf einer von Herrn 
Gtld£n *) angegebenen Entwickelung, die wir auf die folgende Weise ableiten 
wollen: Subtrahirt man die Entwickelung einer beliebigen Function \p{z) 
in eine FouRiER^sche Cosinusreihe, von der in eine Sinusreihe und verwan- 
delt man dann die im Intervalle von o bis tc gültige Reihe durch eine Ver- 

tauschung der Yariabeln in eine im Intervalle von bis — gültige, so 

wird 

n 

+ 00 



^^" TZ %ß 2 



7t 

2 



Die sonst beliebige Function i/; [%) wollen wir so wählen, dass e^ = — i 
wird, was einschliesst, dass i//(ä) eine gerade Function und e..« = e« wird. 
Man erhält also die folgende Darstellung der Einheit 

+ CO 00 _, 

w-Yf ^t:^ 7t . ^ 7t 

1 ==>« ^a^**" = 2>«€fa COSaS <^ Z <Z^ — , 



*) Gtlden, Relationer emellan cosiner och siner för irrationella vinklar, Acta soc. sc. 
Fenn. 1867 und Schreiben des Herrn Gylden an den Herausgeber, Astr. Nachr. Nr. 1645, 1867. 
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wobei der Strich hiDter dem Summeozeichen bedeutet, dass das a = o ent- 
sprechende Glied wegzulassen ist. Wir wollen die Einheit, in dieser Weise 
dargestellt, als transformirenden Factor bezeichnen. 

Die Function i//(js) ist nun so zu wählen, dass die Reihe der e^ mög- 
lichst stark convergirt. Herr Gyld£n hat dafür durch einen glücklichen Griff 
gerade die Function gewählt, die sich später als die zweckmässigste erwiesen 
hat*), nämlich eine Potenz des Cosinus. Um zugleich die Bedingung 60 = — i 
zu erfüllen, setzen wir 

indem wir unter X einen vorerst völlig willkürlichen Parameter verstehen, 
der jedoch, damit die Integralausdrucke für die 6« einen Sinn haben, grösser 

als — sein muss. Mit Benutzung einer bekannten, von Caucht gefundenen, 

Formel ist dann 



4 +7) '•('-!) 

Setzt man also 

(r(A))' 



r(.+ l)r(._i) 



== JCA, 



so kann man dieser Formel die für die Berechnung zweckmässige Form 
geben : 

'■^>-i)(^-i)(-i)-(-^') 



^aa+i — *A 



^2Ä 



A(A+ i)[X+ 2)... (A+a-i) 



Wir stellen in der folgenden Tafel die Werthe der log e« für die ganzen 
Zahlen zk zusammen, soweit sie für unsere Zwecke in Frage kommen. 

*) Charlier, En metod att föröka konvergensen hos en trigonometrisk serie, Öfversigt 
af Kngl. Vetensk.-Akad. Förhandl. 1886, Nr. 5 und Sur une mätbode permettant d'augmenter 
la convergence des söries trigonom^triques. Bull. astr. T. HI, p. 378, 1886. — Poincark, Sur 
un moyen d'augmenter la convergence des söries trigonom^triques, ib. p. 521. 

In diesen Arbeiten ist, wie in der des Herrn Gtlden, die unnölhige Beschränkung 
eingeführt, dass die X ganze Zahlen seien; die ein weiteres Gebiet umfassende Annahme, 
dass die 2X ganze Zahlen seien, bietet ganz dieselben Vortheile. 
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Q 

I 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 

lO 

II 

12 

13 
14 
15 



2A = 2 

lO.OOOOOOn 
9.803880 

— 00 

9.3267591. 

— CO 

9.I049IO 

— 00 

8.958782 n 

— 00 
8.849638 

— 00 
8.762487«» 

— 00 

8.689937 

— 00 
8.627789»» 



2P. = 3 

lO.OOOOOOn 
9.895090 
9.522879» 

— 00 

8.823909 

— 00 

8455932 n 

— 00 

8.200659 

— 00 

8.004365» 

— 00 

7.844664 

— 00 

7.709965» 

— 00 



löge« 

2^ = 4 , 

10.000000» I 
9.928819 
9.698970» 

9.229849 

— 00 

8.384751« 

— 00 

7.907630 

— 00 

7.565207« 

— 00 

7.296361 

— 00 

7.074513» 

— CO 

6.885456 



2X = s I 2X = 6 I 2A: 



lO.OOOOOOn 

9.946242 

9.778151« 

9.46912 1 

8.933053»» 

— 00 

7.9788II j 

— 00 j 

7.414539« 

— 00 

6.999566 

— 00 

6.668573« 

— 00 

6.392366 



lO.OOOOOOn 

9.956848 

9.823909« 
9.588871 

9.221849 II 
8.634628 

— 00 

7.593236« 

— 00 

6.956414 

— 00 

6.479292 H 

— 00 

6.093941 

— 00 

5.769430» 



lO.OOOOOOn 

9.963971 
9.853872» 

9.662941 

9.376751» 

8.963971 

8.335358« 

— 00 

7.22I4I5 

-— 00 

6.522445« 

— CO 

5.990966 

— 00 

5.557310» 

— 00 



a 


2A = 8 


2Ä = 9 


2Ä= 10 


2X = II 


2A=I2 

lO.OOOOOOn 

t 


2X= 13 
10.000000« 





10.000000» 


10.000000» 


10.000000» 


10.000000» 


I 


9.969082 


9.972926 


9.975921 


9.978321 


9.980286 


9.981925 


2 


9.875061» 


9.890855« 


9.903090n 


9.912850» 


9.920819» 


9.927449« 


3 


9.713810 


9.751077 


9.779627 


9.802230 


9.820586 ' 


9.835797 


4 


9.477121» 


9.548433« 


9.602060» 


9.644004 n 


9..67778I« 


9. 705 600 M 


5 


9.149538 


9.273956 


9.364653 


9.434253 


9.489592 


9.534767 


6 


8.698970» 


8.9II6II» 


9.057992« 


9.166883» 


9.251812« 


9.320250» 


7 


8.035595 


8.428858 


8.665683 


8.832193 


8.9581 13 


9.057646 


8 


— 00 


7.735519« 


8.154902» 


8.4I3555«* 


8.598599« 


8.740466« 


9 


6.859504» 


— 00 


7.435234 


7.877950 


8.1 56481 


8.358676 


10, 


— 00 


6.505070 


— 00 


7.134802« 


7.598599» 


7.895368« 


II 


6. 106 176 


-00 


6.1 56481» 


— 00 


6.834262 


7.317283 


12 


— 00 


5.703438» 


— 00 


5.812583 


— 00 


6.53364OM 


13 


5.526392» 


— 00 


5.311383 


— 00 


5.472534» 


— 00 


14 


— 00 


5.080189 


— 00 


4.927976»» 


— 00 1 


5.135700 


15 


5.049271 


— 00 


4.648625» 


— 00 


4.551715 ' 

1 


— CO 
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Die so bestimmte Reihe fttr die Einheit ist convergent von der Ordnung 
2k — I, d.h. ihre Coeflficienten erfüllen die Ungleichheit 

indem wir mit k eine bestimmte endliche Constante bezeichnen. In unserem 
Falle ist ftlr ganzzahlige, ungerade Werthe von 2I 

ta..-...l=CT)- 

a=oo \ y 7t I 

und fttr ganzzahlige gerade Werthe 

Es ist zweckmässig sich auf die Werthe der A, die in der Tafel ent- 
halten sind, zu beschränken, mit Rücksicht auf die Beschaffenheit der A 
deshalb, weil entweder die Reihe der geraden oder die der ungeraden 
Glieder abbricht; mit Rücksicht auf die Grösse deshalb, weil man innerhalb 
der Tafel die geringste Anzahl von Coefficienten erhalt, wenn man eine 
gewisse Genauigkeit erlangen will. 

Nimmt man die Zahl num. (5.2— 10) als Grenze, unter der die e« weg- 
bleiben können, so wären für 2A = 7, 8, 9, 10 je 11 von Null verschiedene 
Goefficienten vorhanden, für die anderen Werthe von 2X mehr. Mit Rücksicht 
auf die langsame Gonvergenz in den ersten Gliedern für höhere Werthe 
ist der niedrigste der das Minimum der Anzahl der Goefficienten ergebenden 

Werthe vorzuziehen. Wir wählen desshalb A = —• 

2 

Integrirt man den transformirenden Factor fortgesetzt nach js, so wird, 

indem ipan mit den k^ vorerst unbestimmte Integrationsconstanten bezeichnet, 

i.2.3...2({-^''a^l>' +4^ '>' ''O-' 1:2.3 ...20 

Um hieraus — - — - — - als trigonometrische Reihe zu erhalten, bildet 
man die Ausdrücke 

^ ' ' '' 1.2.3... 2Ö o 1.2.3 ... (20 4- l) 

wobei die /]} Constanten sind, die die Gleichungen 
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befriedigen. Es wird dann, indem alle Potenzen von x bis auf eine wegfallen, 
wenn man noch mit ^ einen beliebigen Parameter bezeichnet: 



[ifiz] 



1.2.3 



^ = (- ^)V''Y^ + «'# (^^ (- ^)'Jh)'^''" 






Es sei nun 

o 

so wird 

00 / /?— I /• 

— '' — /> 



— 00 ^ o ' 



0*0 ' " 



und demnach 

+00 



e''^ = fM^-'^^^eae'"', 



wobei zu beachten ist, dass das a = o entsprechende Glied nicht mehr fehlt. 
Um f[fi) zu bestimmen, setzt man js = o; es wird dann 

fM = 



'^-^^ a* — |u' 

Ist nun 2A eine ungerade Zahl, so sind sämmtiiche e^a von Null 
verschieden, also verschwindet f{^) für alle Werthe von jm, die gerade 
Zahlen sind, die Null ausgeschlossen. Da nun die Wurzeln sammtiich einfache 

sin^— - 
sind, muss f{fi) den einen Factor ^ enthalten; da ferner von den eaa+t 

2 
nur diejenigen von Null verschiedene Werthe haben, die den Zahlen a ■= 

o, 1,2,3...^ — — entsprechen, so verschwindet f{^) für die Werthe fi = 

db I, ±3, ±5, ... dz (zX — 2) und die Wurzeln sind wiederum einfache; 

also ist der zweite Factor von /"(fi) gleich JJy 1 1 — ( — ^tTi ) ^^^ ^^ 
^(o) = I ist, so wird 

sm^^ — * — 



n>-':—,-^m'-{j^)) 
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oder 



M = e 



-^-^'" 



iL fj2ß 



A— ^ 



^-=2^nii^+^' 



Ist aber 2X eine gerade Zahl, so sind sämmiliche e^a+i von Null ver- 
schieden, also verschwindet /'(ju) fttr alle Werthe von ^, die ungerade Zahlen 

sind; der eine Factor von/*(/i) ist also cos^- — ; da ferner von den Werthen 

der e^a i^ur diejenigen von Null .verschieden sind, die den Zahlen a = 
I, 2, 3. ... A — I zugehören, so verschwindet /(jmJ für die Werthe (jl^= ± 2^ 

dz 4, zb 6, ... dl [2X — 2); es wird also 

~ I ^"^ I 

Die qa bestehen in beiden Fällen aus einer unendlichen und einer end- 
lichen Reihe; die Werthe der unendlichen Reihen sind bekannt. Es sei 

CO 00 



so ist 

Ta= (2«'— l)(7a 

^■=6U' '''=^(7)' •^3=94^(7)' *^^=^(r)' '^'^^üiid) '• • 

^•-2\2/' ^^^-eUj' ^'-isU/' ^^-63oU;' ^^-283512/ '■•• 

Bildet man die Reihenentwickelung fttr f{ii) nach den Potenzen von ji<, 
so wird 

m = I - Ai"' + Ut^' - Aa** + A/tt' - A/'" + • • • 



*) Herr Gtld^n erhält dieselbe Formel durch Einsetzen der Werthe d: — für ji? in 

2 

die allgemeine Formel; es geht daraus hervor, dass diese Formel für gerade Werthe von 
2% auch noch für die Grenzen gültig ist; für ungerade Werthe von zX würde auf die- 
selbe Weise der falsche Werth f{u) = — — erhalten werden; in diesem Falle gilt also 

fATl 

die allgemeine Formel für die Grenzen selbst nicht mehr, üebrigens schliesst sich f{fA) 

dem Werthe ^— um «0 näher an, je grösser X gewählt wird. 

Harzer, S&eulare Yerftndertingen. 2 
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wobei die Goeflficienien die Werthe haben: 

A = — 5x - T Sa 



M "^ ffi "T" 5x ffa + -7- ^* ^3 + g ff« ^ ^4 

'S 7^ ^i — 7^ ffi ffa + "ö" Si ^3 + "g" Si Sa "^ Si S4 "6" ff« ^3 "T" Y Ss 

u. s. w. 

Die Entwickelung für jj—r ergiebt sich aus der für f[y) darch Ver- 

tauschen von g« mit — g« . Die Potenzreihe für f[ii) convergirt offenbar für 

alle Werthe von u, die für 77—r aber nur für M < i • 

Wir wollen noch einige weiterhin nützliche Relationen ableiten: 
Es ist 

^{a-^){a-i/) ^_y\^a — /* ^ a — v f 

= __i_. + _L_V?i_fü_e<«. ! L_e/» 

v{fi — v) fi — v^ a — fi fi — v vf{v) 

und hieraus folgt: 

^ (a - ^){a - n — v) ^-^ (a - »/)(a — fi—v) 

— (i - T^re*'"- 7^e'"+ -— '--_^e^+'')»\ 
/**'V Af*) Av) Al" + »') / 

und da +„} +a> 

M — ??— e*" • V; — ^- e*" = 



ist, so wird 



/^yV /^(/*) A»') f[y)f{v) I 

^ «— f* -^ « — »' 

4-00 4.00 

^ (a - ^)(« - fi — v) ^ (a — j/)(a — (i — v) 
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Setzt man hierin 

+00 +00 +00 



fr (ot — ^)(a— ^ — v) »/^ a — ;< v^ a — n^v 

+ 00 +00 +00 



und fttr die zweiten Summen auf den rechten Seiten 

+ 00 



Vi f^^ e«« = ^ H ^ e*f/*+')' 

so ergiebt sich ^^ ^^ 

Vi — ^fi— e«" .Vi — ^^^ g'" = 



Integration der Differentialgleichungen. 

Dies vorausgeschickt, denken wir uns nun die im vorigen Paragraphen 
erklärte Transformation nur an dem Theile von zR ausgeführt, der in den 
(Oxi vom ersten Grade ist, wodurch alle a^x, c^x, s^ reelle constante 
Grossen werden. Behalten wir die für den allgemeinen Fall gewählte Be- 
zeichnung für diese Specialisirung bei, so nimmt der erwähnte Theil, nämlich 



■J^^^ ÖxX {Xjcyx + t/xOCx) ="2*2^ ^»XgngxtJnX 

X>K . 

durch die Substitution 
die Form 

an. Für die u«, t;« besteht dann bekanntlich wieder ein kanonisches System; 

es ist 

dWx .^2Ä dVx .Ö2Ä 

dt ^Vjt ^ dt öwx 

Wir passen nun den Grössen ^^ ganze Vielfache Ojif einer Gonstanten f 
möglichst gut an und setzen 

Um anzudeuten, dass das zweite Glied klein sein soll, haben wir den 
Factor 6, unter dem wir eine Constante von dem zweiten Grade in Bezug 
auf die Parameter verstehen wollen, hinzugefügt. Nun zerlegen wir 2Ä in 
zwei Theile 

2Ä = 2H(«) + 2€Ä('), 
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indem wir unter dem ersten Theile den Complex 

begreifen. 

Führen wir dann statt t die unabhängige Variabele 

x=ft 

ein, und bezeichnen die Reihe der abhängigen Yariabeln Uj, u^ ... Um\ 
Vx, Va, ... Vsm in der angefahrten Reihenfolge durch Xj, x^ ... x^n^ so besteht 
das Problem, die Differentialgleichungen 

~ = tdxiTx + iBfr.(x,, Xa, ... X^n) , X = I, 2, 3, ... 4n, 

in denen die /*x Potenzreihen der angegebenen Yariabeln mit nur positiven 
Potenzen sind, und die a« ganze Zahlen bedeuten, durch rein trigonome- 
trische Reihen zu integriren. Dass die 471 Zahlen a^ den Gleichungen 
Oan'+x + c^x = o genügen, lassen wir zunächst, als unnöthige Beschränkung, 
ausser Betracht. 

Wir wollen die Integration nach Potenzen von € ausführen; es sei 

o 

-=2^^'f'^{x^^^ ^^*' - <-^ ^^\ ^»'^ ■■■<\--- <'"\ ^i'-'\ - 4r") 

=^»-«''/-i''K',4", •••4"-"). 

X 

Die zweite, nicht völlig präcise, Schreibart soll nur als Abkürzung für 
die genauere erste dienen. 

Die eine Gleichung für Xx zerfällt dann in die unendlich vielen 

-^ = io^a^^ + ifj^i,^, 40, ... 42-.)). 
Bedeutet also c« eine complexe Integrationsconstante, so ist 

Damit wird 

wobei die (^^^ Constanten und die a Summen der a^y also gleichfalls ganze 
Zahlen bedeuten. Unter den Werthen o kommt stets auch der Werth Cje vor, 
z. B. aus dem Gliede d^x^^^ = 5x^x6*^**, das einen Theil von fj^^^ bildet. Wir 
wollen den Complex aller Glieder, für die a = Ox ist, besonders schreiben 
und durch einen Strich hinter dem Summenzeichen andeuten, dass er da 
wegzulassen ist. Dann wird 
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C(i) 

Die Summe ciebt sofort den Theil 21 — - — e»^* von x^^K um aber den 

a — (Tx * ' . 

dem letzten Giiede entsprechenden Theil von ccf^^^ in rein trigonometrischer 

Form zu erhalten, wenden wir den transformirenden Factor an. 

Wir verstehen zu diesem Zwecke unter l eine nicht kleine, ganze Zahl, 

die wir ein für alle Mal fest wählen, und ersetzen in der Formel fttr den 

transformirenden Factor z durch Ix, setzen also 

—00 

Die Entwickelungen, die wir durch Benutzung dieses Factors erhalten, 

TV 

können also, wenn überhaupt, so nur für ein Zeitintervall i^ = 77 gültig 

sein. Dass wir den Nullpunkt der Zeit in die Mitte dieses Intervalles ver- 
legt haben, während es uns sonst freistünde, ihn irgendwohin innerhalb des 
Intervalles zu verlegen, ist wohl an sich gerechtfertigt; die grossen Beträge 

7t 

von jj ^Q ^^^ praktischen Anwendung lassen aber überdies eine Verschiebung 

des Anfangspunktes um etliche Jahrtausende — um grössere Verschiebungen 
könnte es sich nicht handeln — als ganz unwesentlich erscheinen. 

Multiplicirt man nun das letzte Glied mit dem transformirenden Factor, 
so ergiebt die Integration den Beitrag zu x^^^ 

'+" o 

— 00 

Wir wollen aber die Anwendung des transformirenden Factors noch 
erweitem: Multiplicirt man ein beliebiges Glied iC^^h*^* der Summe Xc vor 
der Integration mit dem Factor, so giebt es zu x^^l^ den Beitrag 

C[^) y'a — ^ e'(«'+^)* . 

'^ al + a^ij. 

Die Summe der absoluten Werthe der Coefficienten dieser Reihe ist nun 
immer dann geringer als der absolute Werth des Coefficienten des ohne 
Transformation erlangten Gliedes 

cw— - 

wenn- 

[o - o-J < 5/ 

ist, wobei ^ die kleinste Wurzel der Gleichung 



ptoz 



^2'"«-Ä7W = ' 



7 

bedeutet, die für den von uns gewählten Fall X = — den Werth g = 0.308573 
hat. Wir werden also mit Vortheil den transformirenden Factor überall da 
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anwenden, wo ohne Transformation ein Werth [o ^ a^] <^^l auftreten 
würde. 

Mit Berücksichtigung des Umstandes, dass bei der Wahl der Grösse —zr- 
als Periodicitätsmodul der Lösung, die Coeffienten der zweiten Theile der 

rechten Seiten in den Gleichungen für die * bereits den Divisor f er- 

f 
halten haben, wollen wir entweder f{a — a^) oder — , 

je nachdem ob [o — dj grösser oder kleiner als ^l ist, den zu dem in e*^' 
multiplicirten Gliede gehörigen Divisor nennen. Dann sind also alle Divisoren 
grösser als die Zahl k = f^L 

Die praktische Anwendung unseres Verfahrens ist bei der Willkürlich- 
keit der Wahl der ganzen Zahl l und der Constanten f doppelt mannigfaltig. 

Für die Wahl der ganzen Zahl l ist wesentlich das schon erwähnte 

Glied d^c^e^*^ massgebend; dieses giebt zu x^^^ den Beitrag 



+ 00 



5.c,2'« ^Z'^"'", 



also zu logo^at den Beitrag 






— CO 

Da nun nach unseren Bestimmungen zwar stets [ed,^ <i — , aber wohl 
auch in der Begel nicht wesentlich kleiner als — - gemacht werden kann, 

so ist der absolute Betrag des letzten Ausdruckes, kleiner als -j^^ — j 

für den von uns gewählten Fall also kleiner als — ^-^ — - — :, in der Ref2;el 
° o.66io6ir ° 

aber auch nicht wesentlich kleiner. 

Man wird also gut thun, für die Zahl /einen grossen Werth anzu- 
nehmen, wird sich jedoch auf massige Werthe von l beschränken müssen, 

TZ 

um die Gültigkeitsdauer ^ = 71 ausreichend gross zu machen. Für die prak- 

tische Anwendung unseres Verfahrens ist etwa an l = 400 zu denken. 

Bei der Wahl der Constanten f kann man sich einigermassen von der 
Genauigkeit, die man den Werthen s^ zuzuschreiben hat, leiten lassen und 
wird sich bemühen, mit Vermeidung zu grosser Werthe, die eine zu kurze 
Gültigkeitsdauer herbeiführen, und zu kleiner Werthe, die die Divisoren zu 
klein machen würden, einen solchen Werth anzunehmen, für den die 
Grössen 8x möglichst kleine Brüche werden. 

Wir haben diese Bemerkungen sogleich an die Gleichung für x^^^ ge- 
knüpft, weil nach Integration der Differentialgleichung für x^^^ die für £cjf) 



Digitized by 



Google 



Die sägularsn Veränberungbn der Bahnen ber geossen Planeten. 23 

ganz dieselbe Gestalt annimmt, wie die fttr x^^^ und auf dieselbe Weise 
zu behandeln ist« Gleiches gilt nach Bestimmung von o^'^ von der Gleichung 
fttr x^^^ u. s. w* Man erhält also die x^ selbst als trigonometrische Reihen 

2 7C 

vom Periodicitätsmodul -^ • 



Convergenz der Entwickelnng. 

Dieses Resultat ist nun vorerst ein rein formelles; um die Berechtigung 
des Verfahrens darzulegen, mttssen wir noch zeigen, dass es für genügend 
kleine Werthe der Parameter c« oder, was dasselbe ist, für genügend kleine 
Werthe der b convergente Entwickelungen ergiebt. 

Der Convergenzbeweis ist aber sehr leicht: 

Wir construiren zu f»[xj^x^^ ... x^) eine neue Function ^»{o;,, a?a, ... oc^n)) 
indem wir jeden Coefficienten von/*x{a?x, a?2, ... x^n) durch einen positiven 
Werth ersetzen, der den absoluten Betrag des ersetzten GoefiTicienten über- 
trifft Ersetzen wir dann x^ durch die Potenzentwickelung nach €, so werde 

Bg,{x.x., ... x,n) =^p ^^9['\x^S\ 4'^ ... 4^'^) . 

z 

Wählt man femer die reellen positiven Constanten /« so, dass 

[cx] < yx 
ist und bestimmt die ^^^ aus den Gleichungen 

§(») = y, f^ = {yW(|<o), |W ... §(f-')), A = ,, 2, ... , 

SO sind die Ij,^^ sämmtlich positive Grössen und ihre einzelnen Glieder sind 
sämmtlich grösser, als die absoluten Beträge der entsprechenden Glieder 
der x^^\ 

Für die Summe ,._ 

O 

besteht aber der Definition der ^Jf^ nach die Gleichung 

?« = y« + {^^p ^^^'{^:\ r;', • • • ^r^) = y« + ^a?x(?., i., •• • i^«) • 

Dass aber ein derartiges rein algebraisches System, in dem die 
Qjt Potenzreihen mit nur positiven Potenzen bedeuten, für genügend kleine 
Werthe von b eine Entwickelnng der ^^ i^ach ganzen Potenzen von e zulässt, 
ist bekannt Es convergirt dann um so mehr die Entwickelnng der o?«; 
die Gültigkeit dieser Entwickelungen ist also nur noch an die Beschränkung 
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Modiflcation des directen Verfahrens. 

Die eigenthttmlichen, sehr ungüDstigen, Verhältnisse, die numerisch bei 
dem Falle unseres Weltsystems bestehen und von denen wir später aus- 
führlich zu sprechen haben werden, erfordern nun, wenn man die directe 
Integration des kanonischen Systems durchführen will, eine Umformung, 
deren Ursache wir zweckmässig erst angeben, nachdem wir sie bewirkt haben. 

Es sei 

zR — 2jRo+ 2€Äx 

und zwar enthalte 2R0 alle Theile der als Function der t/^, Vjt dargestellten 
Function 2R, die nur vod den Producten u^v^ abhängig sind. Dann setzen 
wir 

Wx =^p e^ui^^ Vx =^p ePv^^ 

o o 

„(0)^(0) ^ Q^ 

X 

Damit wird, symbolisch geschrieben, 

2ÄO = 2Äo(CJ + 2e2^^^(uJf't,W + v^M^) 

und es bestehen dann, wenn wir Ro{Cx) = R setzen, die Gleichungen 

dt ^ ÖC« » 

u. s. w. 
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Die GleichuDgeD fttr die v« . entstehen hieraus durch Vertauschung von 

I mit — i und der u« mit den v^ und umgekehrt. Allgemein bestehen also 
für j) 4= ^ die Gleichungen: 






- 2 t^vi^^ - 2 i^^ -^-"^ [u^hi^^ + i;ir)|.C/)) . i;i°> - 2 iffL''-'^ = o , 



wobei die/^/"'^ und ffj~'> Functionen allein aller Grössen u^x\ u^x\ ... wj'""'^ 
^x\ ^k^ • • • *^i^"'^ s^°d> ^^® durch Vertauschung der ux mit den Va in einander 
übergehen. 

Es wird also zuerst 

und man erhält also die reellen Functionen v^^^ u^/^ + yf^^^ v^J^^ durch blosse 
Quadraturen, wenn die Werthe aller mJ*\ u^'>, . . . u[^''^] vj>), v^\ ... v^^-'J be- 
reits ermittelt worden sind. Substituirt man die V^erthe dieser Functionen 
in unsere Gleichungen, so erhalten sie die Form: 

(y) 1 

dt bC^^ * ' 

wobei wiederum die Functionen i^/"'^ und Gjf"'^ nur von den w$'^ 
ti^'^, ... wjf""'^; t;S*\ t;^'^ . . . 4**"'^ abhängige, bekannte Werthe besitzen, die 
durch Vertauschung von ux mit Vx in einander übergehen. 

Die Grösse C« ist, wie die Gleichungen für uf^^ und rj^^ erweisen, 

constant, also wird auch R = fio(Cx) und somit werden auch die Grössen -^- , 

u. s. w. conslant. 



Man sieht also, dass in diesen modificirten Gleichungen die Gonstanten 

sjt = — 2 r-^ dieselbe Rolle übernehmen , die in der ursprünglichen Form 

' hR 

die Grössen 5« halten, die durch die Operation — 2 r-^ erhalten werden, 

_ öOx 

wenn man von der Entwickelung von 2R die in den C« linearen Theile allein 

in Rücksicht zieht. Um die numerische Bedeutung unserer Modification und 

damit die Ursache, dass wir sie eingeführt haben, hervortreten zu lassen, 

genügt es, anzuführen, dass der Werth Sj = — 227283315 und zwar fast 

ausschliesslich durch Glieder zweiter Ordnung in den Massen und von dem 

vierten und sechsten Grade in den Parametern, die aus der grossen Ungleichheit 

in der Bewegung des Jupiter und des Saturn entstehen, auf den Werth 
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Sj= — 2 r-pT- = — 31 '.'45 1749 erhöht wird, während sonst freilich nur sehr 

viel unwesentlichere Änderungen in den s^ auftreten, und dass diese Ände- 
rung eine so bedeutende ist, dass, wie wir in) praktischen Theile nach- 
weisen werden, an eine Lösung unseres Problems, ohne sogleich in erster 
Annäherung auf die erwähnten Zusätze zu ^x Hücksicht zu nehmen, gar 
nicht zu denken ist. 

Die weitere Behandlung des modificirten Systems ist ganz analog der 
früheren: Man passt nur hier die ganzzahligen Vielfachen o^f von f nicht 
den Zahlen Sx, sondern den Grössen ^x an; dann bleibt die Behandlung 
dieselbe, wie vorher, mit dem Unterschiede, dass vor der Integration eines 
jeden Systems (a) die Quadraturen (ß) ausgeführt werden müssen, um die 
Form (y) zu erhalten, die bei der früheren Behandlung direct erzielt worden ist. 



Die JacoM-Hamilton'sche partielle Differentialgleichung. 

Man kann nun die Lösung des Problems anstatt durch die directe Be- 
handlung des kanonischen Systems auch durch Aufsuchen einer vollständigen 
particulären Lösung S der JACOBi-HAMiLTON'schen Differentialgleichung 

— + 2iR bS =0 

ÖVx 

erhalten. Da dieses zweite Verfahren analytisch eleganter und praktisch über- 
sichtlicher und, wegen Verminderung der numerischen Rechnungen, weil die 
Bildung der Quadraturen [ß) vermieden wird, einfacher ist, wollen wir das 
indirecte Verfahren anwenden. Das erste Verfahren haben wir nur deshalb 
angegeben, weil bei ihm die Möglichkeit der Gonvergenz der Entwickelungen 
fast ohne Weiteres klar ist, bei dem zweiten Verfahren aber ein directer Beweis 
der Gonvergenz nur durch complicirtere Untersuchungen erbracht werden kann. 
Beide Verfahren führen offenbar bei geeigneter Verwendung des transfor- 
mirenden Factors zu identischen Entwickelungen und deshalb kann man 
sich mit dem Gonvergenzbeweise für das erste Verfahren begnügen. 

Wir wollen nun weiterhin zugleich auf die specielle Form, die die Ent- 
wickelung der Störungsfunction hat, Rücksicht nehmen. Durch die ortho- 
gonale Substitution geht die direct als Potenzreihe nach den Grössen 

9l 9-^91 

gegebene Reihe für 2R in eine Potenzreihe der Grössen . 

O^jex = — — ^xk = j ^ =t= ^ J 

gl 9n9X 

über und es hat demnach, wenn wir unter den y^x^,]] Gonstanten verstehen, 
die nur von den Axenverhältnissen und den Massen abhängig sind, 2R die Form 
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In die zwei ersten Zeilen haben wir nur die Glieder aufgenommen, die 
allein von den Producten u^v^t abhängen, und in den Summen der übrigen 
durch einen Strich hinter den Summenzeichen angedeutet, dass hier diese Glie- 
der zu unterdrücken sind; die in den zwei ersten Zeilen enthaltenen Glieder 
stellen also den Ausdruck 2 i?o dar. Die Glieder ^yjluyt;^ und ^x^^ ytu^vx 
haben wir hinzugefügt, weil in der numerischen Anwendung der Fall eintritt, 
dass man Ursache hat, einen Theil der in den lOxi linearen Glieder der 
Stttrungsfünction von der Transformation durch die orthogonale Substitution 
auszuschliessen. Wegen der speciellen Form von 2R als Potenzreihe der 
Grössen m^x, ^xx sind übrigens offenbar alle Coefficienten ylx^'.',i} ^^^ ^^ 
den verschiedenen Anordnungen beliebig auf obere und unlere Indices ver- 
theilt dieselben Zahlen x, A, /u ..., ^, a, ir . . . enthalten, einander gleich. 

In erster Annäherung reducirt sich die partielle Differentialgleichung auf 

ÖS .^ ÖS 

Um diese Gleichung zu befriedigen, hat man für S irgend eine Function 
der 2n Grössen log v^ + is^t anzunehmen. Es ist nun durchaus nicht gleich- 
gültig, welche Function man wählt, da die zu S hinzutretenden Zusatzglieder 
bei der einen Annahme eine zweckmässigere Form erlangen, als bei der an- 
deren. Nach vielen Versuchen hält es der Verfasser für das Zweckmässigste, 
für S eine lineare Function der genannten Grossen zu wählen, also von 

S==^xC^(logt;x + tM) 

auszugehen, wobei die C« die willkürlichen Constanten bedeuten. 

Die Losung des Problems ist gegeben durch die beiden Gleichungs- 

Die Grössen b^t sind complexe Constanten; nennt man die ihnen conju- 
girten Constanten c^, so wird in erster Annäherung 

Die Grossen C« sind also reelle Constanten von der ersten Ordnung in 
den Massen und dem zweiten Grade in den Parametern. 

Um nun die dem modificirten directen Verfahren entsprechende Losung 
der partiellen Differentialgleichung zu erlangen, setzen wir 
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+ e- (S(») — iß(-)t) + €3{S(3) - tß(3)t) H 

Über die bierin auflretenden GonstanteD dy, und X^^^ bebalten wir uns 
vor, in geeigneter Weise zu verfügen. 
Ferner sei 

und - 

. 02/f - fc „ 

Sind die Cft numeriscb bekannt, so sind es auch die s'^] diesen Werthen 
sind also die ganzen Vielfachen a«/* einer Grösse/* möglichst gut anzupassen; 

die Diflferenzen -j — o^ sind die numerischen Berthe von cd», deren ab- 

/ T 

solute Beträge stets kleiner als — , aber im Allgemeinen auch nicht wesent- 
lich kleiner sind. 

. Setzen wir wieder 

so zerfällt die eine partielle Differentialgleichung in das folgende System: 



— %2a^v^ 



öa? 



bVx 



i2d'C, 



V» 



hX ÖVx 



ÖS(3) ÖS(3) 

— i^axVx^;^ lA^3) 

— t^dxVx^r- ^^c* t^ii-^- i2cllVy,vx-. — -r — 



= 



ÖS(')ÖS(')\ 



— l2c^x^\CxVxVf,- \- CxVxVu^r—-^ h ^ß^x^l-z — -r — I 

'^V '^ hVX bVu '^Öüx ^Vu ^ OVx ÖVi/ 



''^ ^ övx öiu *^\ t;x hvx Vi övx/ 



- i^cZl 



u. s. w. 



> = o 
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Was die Constanten iSf^ betrifft, so bestimmen wir sie so, dass in den 

einzelnen Gleichungen für -r-— ; iSOxV^-c — kein Glied vorkommt, das 

identisch constant ist, d. h. constant wird, ohne Rücksicht auf lineare Glei- 
chungen, die zwischen den a^ bestehen; die Constanten ä'x aber, die nur 
in der Gleichung für S(') vorkommen und aus dieser auch nicht in die übrigen 

Gleichungen übergeführt werden, weil da nur die -r — eingehen, sollen dem 

* absoluten Betrage nach kleiner als — sein und nach Ermittelung der Reihen 
für S<*), S^') u. s. w. derart bestimmt werden, dass die 2n Grössen 



f öCx '^ hCx ÖC, 



'X 

ganze Zahlen werden; die in d« multiplicirten Glieder von S('), die mit 
dem transformirenden Factor zu multiplioiren sind, werden erst ganz am 
Schlüsse der Rechnung hinzugefügt. 

Die erste Näherung der Werthe v^, die sich auf diese Weise aus der 
Entwickelung von S ergiebt, ist 

— io^x 

und für die Zusatzglieder setzen sich die InlegrationsdLvisoren aus den 
ganzen Zahlen On zusammen, die von den ganzen Zahlen o^ nur sehr wenig 
versciiie.den sind. . 

Wir wollen fernerbin die a« Exponentenzahlen, die er« Divisoren- 
zahlen nennen. Es liegt der Gedanke nahe, durch Transformation zu be- 
wirken, dass beide Zahlensysteme in einem aufgehen. Das könnte geschehen, 
wenn man alle X^f^ gleich Null setzte und die deshalb stehen bleibenden 

Constanten in den Gleichungen für -r ilOxVx-z — vor der Integration 

OX OVje 

mit den transformirenden Factoren multiplicirte; es kommen aber wenig- 
stens noch in der Gleichung für S^^^ Glieder vor, die dieses Verfahren obwohl 
als zulässig, so doch nicht als zweckmässig erscheinen lassen; das Ziel 
könnte aber auch dadurch erreicht werden, dass man künstlich die Form 

OX OVfc 

herstellte. Während aber bei der Transformation der ursprünglich vorlie- 
genden Form 

auf die neue Gestalt 

bS(P^ .^ hSip) 
bx bv. 



— ila^Vx-^— — i^P^ = o 



Digitized by 



Google 



30 Paul Habzbr, 

wie wir gesehen haben, nur Glieder in frühere Gleichungen hinübergezogen, 
aber keine neuen Glieder eingeführt werden, ist dies bei der Herstellung 
der Form 

-^r tSa'xVjt- i2^P^ =^ o 

nicht der Fall. Da also diese Form nur durch Mittel, die dem Character 
der Gleichung fremd sind, herbeigeführt werden könnte, würde es zweifel- 
haft bleiben müssen, ob sie zulässig ist, ob nicht vielleicht gar die ohne 
diese Änderung theoretisch bestehende Möglichkeit der Convergenz verloren 
geht. Bei der Form 

kann dieser letzte Zweifel eben deshalb nicht bestehen, weil es sich nur 
um Umstellung ohnedies vorhandener Ausdrücke handelt. 

Wir behalten also die beiden Zahlensysteme der Exponentenzahlen und 
der Divisorenzahlen bei und dies um so mehr, als praktisch aus dem Neben- 
einanderbestehen beider Systeme nicht die geringsten Unbequemlichkeiten 
entstehen. 

Die Integration des veränderten Systems wird natürlich nach ganz den- 
selben Principien ausgeführt, die wir bereits für das unveränderte System 
angegeben haben. 

Wir dürfen nun hier vor Allem eine Complication , die das modificirte 
Verfahren herbeiführt, nicht übersehen. Die ganzen Zahlen a«, d. h. die 
Potenzreihen nach den C«, die für die stattfindenden numerischen Werthe 
der Cx ganze Zahlen werden , sind eben von. den C« abhängig und bei der 
Aufstellung der Integralgleichungen des Problems nach den Formeln 

hat man auch auf diese Abhängigkeit Rücksicht zu nehmen. Zu diesem 
Zwecke wird man nicht nur die ganzen Zahlen er« sondern auch alle Aus- 
drücke von der Form r-^^ numerisch bestimmen. Der Nachtheil, dass man 

bei der Ermittelung der Reihe für S die Divisoren als Functionen der 
ganzen Zahlen a^ stehen lassen muss und nicht sogleich deren Werthe sub- 
stituiren darf, ist unwesentlich gegenüber dem Umstände, dass ohnehin ein 
jedes Glied von S in ein Product der C« multiplicirt ist, das gleichfalls in 
analytischer Form stehen bleiben muss und nicht sogleich numerisch ausge- 
drückt werden kann. Der erwähnte Nachtheil ist um so unwesentlicher, als die 

{2nY Werthe — r?r» wie sich im zweiten Theile zeigen wird, mit Ausnahme 

eines einzigen, sehr klein sind, und man deswegen in der weitaus grössten 
Mehrzahl der Glieder auf die Abhängigkeit der Divisoren von den C« keine 
Rücksicht zu nehmen braucht. 
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Es ist leicht zu sehen, dass die implicite Differentiation nach den C^, 
insofern sie in den Divisorenzahlen .vorkommen, in der Hauptsache die 
Glieder der Entwickelung für die u«, t?« ergiebt, die bei dem modificirten 
directen Verfahren durch die dazwischen geschobenen Quadraturen erlangt 
werden ; es folgt dies schon daraus, dass die durch die Quadraturen erhaltenen 
Glieder in die Gleichungen für die u^, Vx nur multiplicirt mit Ableitungen 
von Divisorenzahlen nach den C^ eingehen, 

V^ir gehen nun dazu über, die partiellen Differentialgleichungen, in die 
wir die JACOBi-HAMiLTON^scbe Gleichung zerspaltet haben, zu integriren. Indem 
wir nur ein bekanntes Glied ansetzen, hat die Gleichung für S^') die Form 

OX OVx 

Dabei ist 

t;««t;f*t;"." ... 



n q a 



eine homogene Function nullten Grades in den t;^. Die Zahl 

wollen wir die Vj zugehörige Divisorzahl nennen. 

Das dem Ausdrucke — imVi entsprechende Glied von S^*) kann man 
in einer der beiden Formen 

(a) s(')=_^rx 

+ 00 



w ^'-'-^^''^rt-af'^'''^ 



darstellen, die sich demnach nur um ein mit der Integrationsconstanten k 
behaftetes Glied von der Form 

unterscheiden können. In der That fanden wir 

Wir werden im Folgenden nachweisen, dass man die Formen (er), (/?), 
je nachdem die eine oder die andere vortheilhafter ist, anwenden kann, ohne 
ihnen mit Integrationsconstanten behaftete Glieder hinzuzufügen. 

Die Gleichung für S<») nimmt dann, indem wir wieder nur ein bekanntes 
Glied ansetzen, eine der beiden Formen an: 

OX OVx ^ al — (Jx 
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wobei der Grösse Fa, einer homogenen Function nullten Grades der v^, die 
Divisorzahl a^ -\- a^ zugehören möge. Das Integral der ersten Gleichung ist 
in den beiden Formen 

(a) S(») = r-^^ rV, 

iß) s^^) = -^' ■ ■ ,^" , e-'- . V, , 

a^^ al — (er, + aj 

das der 'zweiten Gleichung aber in den Formen 

^^ Wa (Or + (T^) (f2^ al -- a, / ' 

darstellbar. Beide Formenpaare können sich also nur um ein mit der 
Integrationsconstanten k behaftetes Glied 

unterscheiden. Dass dies der Fall ist, ist bei den Formen (a), [ß) nach dem 
bereits Gesagten klar; bei den Formen [y)^ [S) aber durch die uns bekannte 
Gleichung 

\o^[Or + a,) ^ (7,^ al -- c, I 



(of/ — a^){al — ((Tx + crj) 



c^.(cT,+ a.)/'(^») 



auch direct erwiesen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass, wenn man 
die Formen [a), (ß) beide ohne mit Integrationsconstanten behaftete Glieder 
benutzt, bei den Formen [y), [d) in gewissen Fallen solche Glieder hinzuge- 
fügt werden müssen. 

Wir können nun durch eine genügend grosse Zahl für l stets bewirken, 
dass Glieder dritten und höheren Grades in € immer dann unmerkbar werden, 
wenn darin mindestens einmal eine Transformation ausgeführt worden ist. 
Wir nehmen an, dass dies geschehen sei; dann haben die Gleichungen für 
S^3) u. s. w. alle dieselbe Form, wie die erste Gleichung für S^*) und es 
können also weiterhin in S<3) u. s. w. nur Glieder von der Form (a) auftreten. 
Praktisch werden wir in der That einige untransformirte Glieder dritten 
Grades noch berücksichtigen. 

Wir haben nun zu untersuchen, wie es sich mit den mit Integrations- 
constanten behafteten Gliedern verhalt, die zu den einzelnen Werthen von 
S<^), S^'^ u. s. w. hinzugefügt werden können. Es könnte scheinen, als ob 
man die Berechtigung hätte, alle diese Glieder wegzulassen. Bei der directen 
Integration des kanonischen Systems ist dies in der That gestattet, nicht 
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aber, wenn man, wie wir es thun, die Integration durch die Jacobi-Hamilton- 
sche Differentialgleichung erstrebt. 

Nehmen wir in der That an, wir hätten diese Gleichung integrirt und S 

Q 

als eine ganze abgebraische Function der Grössen v^, — ermittelt, in deren 

^« 

einzelne Glieder noch Potenzen von e*^ eingehen können. Dann kommt es 
darauf an, die numerischen Werthe der C« zu bestimmen, und dies kann 
nur dadurch geschehen, dass man in die Gleichungen 

hS 

für Vjc die für die Zeit t = o geltenden Werthe substituirt. Da nun die 
Producte UjcV^ der Natur der Sache nach reell sind, muss an die Entwicklung 

für S die Anforderung gestellt werden, dass sie für die Ausdrücke v^t — 

ÖVx 

als Functionen der Vtt für t = o reelle Beträge ergebe. Die Gleichungen 
UxVx = Vjt- — lauten entwickelt und nur durch das Hauptglied characterisirt 

sie sind also sonst nicht fähig, die Reihenentwickelung für die u«, v^ ge- 
trennt zu ergeben, und können und müssen eben einzig und allein zur 
Ermittelung der Constanten C« benutzt werden. 

Die Beihentwickelungen für die v^ können, nachdem die numerischen 
Werthe der C« abgeleitet worden sind, nur aus den Gleichungen 

erlangt werden und die numerischen Werthe der b» ergeben sich sofort aus 

e *, wenn man darin die Werthe der v^ für / = o substituirt. 

Die Bedingung, dass die v^-r — reell seien, wirkt auf die Form von S 

ein und sie würde deshalb selbst dann nicht entbehrlich werden und es 

würden die Gleichungen r-^ = log bjc zur Bestimmung der v^ selbst dann 

nicht genügen, wenn man etwa die numerischen Werthe der C« als von 
vornherein bekannt ansehen wollte. 

Aus der Bedingung der Realität der Vy,- - entstehen für die den ein- 

zelnen Gliedern von S hinzufügbaren, mit Integrationsconstanten behafteten 
Ausdrücke gewisse Bedingungen, die wir hier, so weit wir sie praktisch 
verwenden werden, untersuchen wollen. 

Die Frage über die etwaigen Zusatzglieder zu der Form (a) ist leicht 
erledigt. Denken wir uns den Fall, dass alle Gonstanten ^x und d'^ gleich 
Null wären, und dass man auch sonst keine Veranlassung fände, den trans- 
formirenden Factor anzuwenden, so würde eine unbeschränkt gültige perio« 

Harzer, S&cnlare Yer&nderangen. 3 
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dische Lösung bestehen, die wir als Specialfall aus unseren Formeln fttr S 
erhalten mtlssen. Die Entwickelungen fttr. S<'), S<^) u. s. w. bestehen nun in 
diesem Falle nur aus Gliedern von der Form (a), eventuell vermehrt um 
die mit den Integrationsconstanlen behafteten Glieder von der Form ke*°' V\ 
gäbe es aber nun wirklich derartige Glieder, so müsste, da die C« auch in 
den a vorkommen, die Differentiation nach C^ in den Gleichungen 

die Zeit ausserhalb der Exponenten von e auftreten lassen. Das ist aber, 
da eine periodische Losung existiren soll, nicht möglich; also sind sämmtliche 
Integrationsconstanten gleich Null zu setzen. 

Ehe wir nun die übrigen Formen untersuchen, wollen wir die Bedingung, 

dass die üxv— reelle Grössen seien, etwas anders formuliren. 

Es sei 






m 



X 



= 0;f, 



so sind f/)x und ifj^ reelle Grössen und dC^ und a« Grössen von der Ordnung 
von c. 

Beschränkt man sich nun auf Glieder zweiten Grades in e, entsprechend 
unserer Annahme, dass / so gross gewählt worden sei, dass transformirte 
Glieder allein von diesem Grade noch merkbar werden können, so nimmt 

die Gleichung Uxi\ == i\- — die Form 
oder mit gleicher Genauigkeit die Form 



'dt'« 



an und die Bedingung, dass ^xT-7 reell sei, ist identisch damit, dass dies 
von den Werthen dC^ gelte. 

Die Werthe tpx^^'* ^ fpxf^"^"^* stellen allgemein die Werthe der w^, Vx vor 
und nicht nur die Werthe für ^ = 0. Denkt man sie sich als Functionen 
der Zeit dargestellt, so wird dadurch, dass die C^ reell gemacht werden, 
auch bewirkt, dass sie von der Zeit unabhängig werden. 

Wir werden uns bei der numerischen Rechnung zwischen den Formen 
(a) und [ß) nicht danach entscheiden, ob [Oj] < ^l ist, sondern auch auf die 
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Grosse der CoefficienieQ m ROcksicbt nebmen uod, wenn es die Grösse der 
GoefficieDten als unbedenklich erscheinen lässt, auch dann die einfachere 
Form (a) beibehalten, wenn [a,] <[ ^/ ist, und nur dann die Transformation 
bewirken, wenn es die Grösse der Coefficienten nOthig oder zweckm&ssig 
macht. Wir wollen die beiden Fälle kurz dadurch unterscheiden, dass wir 
sagen, die Zahl Oi erfordere die Transformation nicht oder erfordere sie. 

Unsere nächste Aufgabe besteht nun darin, die verschiedenen Fälle in 
Bezug auf die zu den Formen (y) und (6) hinzuzufügenden, mit Constanten 
behafteten, Glieder zu untersuchen. Wir bedienen uns dabei der abkürzenden 
Bezeichnungen : 






+00 



V^' ^« pictlx — V Vi — pi^^^ — ^ 



2 0^a^ 



f^rW) 



= ip{Or,a:,)=tf}(ü^,a,)=ip(—G,,--a^] = ip(--^(j^^ — a,) 



und erinnern uns der Relationen 









-- /— I -I- ' c'(''.+",)^\ . 



Dies vorausgeschickt, betrachten wir zuerst nur ein Glied von 2R und 
untersuchen das Ergebniss für den Fall, dass das ihm entsprechende Glied 
von S(^), um S^^") zu bilden, in denselben Ausdruck substituirt werde, aus dem 
es entstanden ist. 

Die vorgelegte Gleichung sei 



ÖS 



öS 



ö.r öy 



Es ist dann 

«x + «Ä + a^ + • • • — «;r — «9 — «a — =-0, 



ferner sei 



= CT, 






t;»*T t;**p V ff . . . 



3* 
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Dann können zwei Falle eintreten: entweder erfordert Oz die Trans- 
formation nicht, oder es erfordert sie. Wir nehmen zuerst den ersten Fall 
an. In der Gleichung für S^^^ tritt dann ein constantes, von den t?^ freies 
Glied auf, das durch A^^) zu beseitigen ist, überdies aber nur Glieder, die 

in VI und — multiplicirt sind; wenn nun schon die Vi zugehörige Divisor- 

I 
zahl Or die Transformation nicht erfordert, so ist dies noch w^eniger der 
Fall bei der VI sugehörigen Divisorzahl 20^; man hat es also dann nur mit 
untransformirten Gliedern zu thun und diesen sind mit Integrationsconstanten 
behaftete Glieder nicht hinzuzufügen. 

Wir nehmen nun den zweiten Fall an; dann wird 

und mit der abkürzenden Bezeichnung 

al al al a^ aj al 

^x W ^^ ^Ji ^Q ^a 

und mit Weglassung der hier bedeutungslosen, von den tv freien Gliedern 
Mit Benutzung der Integrationsconstanten Az und h "^ird also 
Es wird also 

wobei man jedoch die Werthe 



eingesetzt zu denken hat. 

Differentiirt man nun diesen Ausdruck nach Ci, insofern dieses in den 
Divisorenzahlen und etwa noch in den Coefficienten nit enthalten ist, und 
beachtet man dabei nur das in die erste Potenz von £ multipllcirte Glied, 
so wird 
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Benutzt man nun das Zeichen <^ zwischen zwei Grössen, um anzuzeigen, 
dass sie zu einander conjugirt complex sind, so ist offenbar 



und deshalb sind die Glieder ersten Grades in e in a^ sowohl, wie in -, 
gebildet, soweit Cx in den er« und in m^ vorkommt, reell; die mit derselben 
Beschränkung gebildete Summe ^^ r-^ ax wird also in den Gliedern zweiten 
Grades in e gleichfalls reell. Diese Glieder fallen deshalb ausser Betracht 
und wir haben uns bei der Bildung von r-^ auf das explicite Vorkommen 
der Cx in den Producten Cx und Ca zu beschränken. Dann wird 

Der erste Theil dieser Summe kommt, als reell, nicht weiter in Frage 
und damit 

oC^ == — «^ + ^r^öA 

reell sei, ist hinreichend und nöthig, dass dies bei dem Complexe 

~AC^^ (2 -_.^, _,, - p_.J^ + 2k,e-'''^')] 
I 

der Fall sei. Da nun aber 

'[ l J 

' \ i ) 
ist, so muss 

sein. Hit Rücksicht darauf, dass die Integrationsconstanten nur in den Com- 
plexen 
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vorkommen, die, von k^ und A'a abgesehen, durch Verlauschung von Ot mit 
— Oz in einander übergeben, haben wir keine Veranlassung, die Correlation 
nicht auch in Bezug auf A'x und K aufrecht zu erhalten; es ist also zweck- 
mässig und hinreichend, aber nicht nöthig 

zu setzen. 

Wir haben also 



oder auch 

+ 00 +00 



' I '^' —00 ' —00 ' 

Man hatte diesen letzten Ausdruck auch direct erhalten, wenn man S^^) 
statt in der Form (<J), wie wir es gethan haben, in der Form (y) angesetzt 
hätte. Es wird praktisch kaum Fälle geben, wo die zweite Form von S^'^ 
der ersten vorzuziehen wäre. 

Wir gehen nun zur Betrachtung zweier Glieder von iR über, die 
mindestens einen der Werthe v» gemeinsam enthalten, damit 'die Werthe 
von S^^) des einen Gliedes in das andere übergeführt werden können. 

Die vorgelegte Gleichung sei 

öS .^ öS 

I fi aj a /ÖS\«i»/öS\«i/ÖS\«s , a er a /ÖSV.'^x /ö S\ «I / ö S \ «m \ 

^\ y- l »* \bVpJ \hVrl \hVsl ^ P r , \^yj \5^,J \^^J I 

Wir haben nur einen beiden Gliedern gemeinsamen Werth angenommen, 
eben Vx] kommen mehrere vor, so bleibt nur die für den einen angestellte 
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Untersuchung zu wiederholen ; wir können uns also, ohne von der Allgemein- 
heit etwas aufzugeben, auf den einen Werth beschränken. Wir benutzen 
die früheren Abkürzungen und die neuen 

ßxO^ + aiüi + ctmOfn + • • • — a^Op — ayOr — asffs — • • • = a^ 

p r 8 ' ' ' 

Dann können erstens beide Zahlen a^, a^ die Transformation nicht er- 
fordern, so dass 

«™=-^(o.r,-c±)-»-(o;..-o;i-) 

wird. Hiermit wird die Gleichung für S^=^, da es nur auf die in m^m^ multi- 
pHcirten Glieder ankommt, 

Obgleich nun a, und a» für sich die Transformation nicht erfordern, 

y 
kann dies doch entweder bei der -r^ zugehörigen Divisorzahl Oi — er, oder 

I ' 

bei der -^7-^7- zugehörigen Divisorzahl — (cTi + a^,) der Fall sein. Im letzten 

'1*2 

Falle ist aber trotzdem die Transformation nicht nöthig, weil die Integration 
nur den im Zähler vorhandenen Factor a^ + (Xa fortschafft. Nehmen wir 
also an, dass die Zahl d — (Ja die Transformation erfordere, so wird 

Indem wir in den folgenden Relationen rechts vom Gleichheitszeichen 
die Werthe (a) und die Werthe 

* ~ «_ et a ' 



^«n_«-.^ff« 



(b) ^7^7<f7- 

substituirt denken und nur die zur Bestimmung der in miWa multiplicirten 
Glieder der 6C^ nöthigen Theile mitnehmen, bestehen die Gleichungen: 

C.CM 



+ « 



O2 'I 



+ 



c.c; I 



'*-+«-'iS'.,VJ 
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Paul 


Harzer, 


ax 


«^ 


ccx 


Cljt 






o^ _ ^ . 



Bei der Ableitung dieser Ausdi*ücke naeh den Cx kann man sich wieder, 
wie oben, auf das explicite Vorkommen dieser Grössen in d, Caj C], Cl be- 
schränken, da die implicite ausgeführte Differentation wieder nur reelle 
Zusätze zu den dC^ ergiebt. 

Wir erhalten dann 

v^«'^. .». ^ ^^'^»/z? ^=^^'^'^^. ^^^^^^o-^/? o-.^^'^^^ ' \ 

öCx Cx V OrG^ V2 CJxCTa Kx Gja^V^V:,! 

Es ist nan ersichtlich, dass die dC», dCi ... reell werden, wenn die 
Relation besteht: 

Setzt man darin 
so erhält sie die Gestalt 

-i— ^ + M = -f— ^ r-^ - *4- 
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Die gewählte Form für S^') macht es zweckmässig, -- = — zu setzen, 
dann wird ' * 

kj ka I I 



und 






2ax(73 

Ist also 



«..= _»^(c.,,-c,i)-|(<,...-c;i), 



SO entspricht diesem Werthe der Ausdruck 

Wir haben nun den Fall zu untersuchen, dass eine der beiden Zahlen 
o'x und (73, es sei dies d, die Transformation erfordere, die andere nicht. 
Wir setzen dann, indem die Gleichung für S bestehen bleibt, 

sc. = .. (c, K. i„^ + C.1- 2_„.) - ^ (cj F, - c; ;-) 

und die Gleichung für S^') erhalt hiernach die Gestalt 

Hierin können nun a, — o^ und a, + Oa entweder die Transformation 
erfordern oder nicht. In Betreff der Zahl o, + a^ ist es aber nicht nöthig 
die Transformation anzuwenden, weil, wie wir sehen werden, in den in 

- multiplicirten Gliedern nicht der Divisor a, + a^ sondern der Divisor 

r , r 2 

G^ auftritt, von dem wir angenommen haben, dass er die Transformation 
nicht erfordere. Nehmen wir also zuerst an, dass a, — <7a die Transformation 
nicht erfordere; mit Benutzung der Integrationsconstanten k^ und k^ wird 
dann 
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Damit wird 



Oy = 






«i _ _ <j£ 






Oj^ «^ 



und indem man sich wieder auf das explicile Vorkommen der C« beschrankt 



y-^ai = 



«X OC^ a^r ÖW G \ ^^2^1 ' (X, lx»2 7 

— -r7rax=— - 2^-pr u^= t'^a^ßr ^- l — r" ^"i + —7- v'v ^-^r)- 
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Ein Blick über diese Werthe zeigt, dass für die Realität der dC^, öC^j ... 
hinreichend und nöthig ist, dass 

A*j = o Ä'2 = o 
sei. 

Sodann haben wir anzunehmen, dass a^ — a^ die Transformation er- 
fordere. Anstatt die Rechnung direct durchzuführen, kann man die dieser 
Annahme entsprechende Form S^*J auch aus der oben mitgetheilten , in der 
A'x = A 3 = o zu setzen ist, ableiten. Da nämlich 



— V t 

a, - a^ ~ ^'-^^ ^ (J.- o. 



f(^^] 



. ^H'U'-^2^'^ 



I 

e 



— + ^-o^^a, + ^^ _ g.^/ rx.-cT. j 



ist, so wird 






Da nun aber identisch 
ist, so wird 

Die beiden in e*^''»"^^!' mjj ^-«("i-«»^)' multiplicirten Glieder spielen 
hierin die Rolle von mit Integrationsconstanten behafteten Gliedern und da 
sie in den Werthen der o^. aji, ... offenbar nur reelle Glieder erzeugen, 
können wir sie überhaupt weglassen. 

Ist aiso 

s,„ = ,„,(c.r,i'.^^-+c,i-|:^.....)-J(c:n-c:i) 

SO entspricht diesem Gliede der Ausdruck 
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a,{a, - a,] V, a, V,V,^ al + a, } 
oder der Werth 

je nachdem ob die Zahl ff, — ff, die Transformation nicht erfordert oder 
doch erfordert. 

Es bleibt noch der Fall zu erörtern, dass sowohl ff, als a, die Trans- 
formation erfordert. Dann wird 

und die Gleichung für S(') erlangt die Gestalt 

J^ - '-'"''•-^ 

- ia^ß^'^'^C^Cl^^Ia^ + C,Cl^2a^ - C,C;pl^(2.„, + J_„j) = o. 

Hier können nun die Zahlen a^ — a^ und Or + a, entweder beide die 
Transformation nicht erfordern, oder eine erfordert sie, die andere nicht oder 
es erfordern sie alle beide. Wir betrachten den ersten Fall zuerst und setzen 
dementsprechend mit Benutzung der drei Integrationsconstanten kr, k^^k^: 

^^'^'V.vAo,o, ff,—"- ff.*-"^ + *^' ))• 

Dann wird 

-(/^«-|-«.)C.C;^(^-l.^_,-i--V_„^+,3e-.K-.)«)) 
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— = — ^ = 

_ n C ' l— ' -^ _ i- 5 -4- t /.-'(''i+''«'*U 

oj^ a«i 

+ (/?, + a,) C, CJ ^- 2.0, . 2^,,) 
Lv^ — L^^a = 






Es ist leicht ersichtlich, dass alle dC^, dCi, ... reell werden, wenn 

und 
wird. 
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Pavl Harzeb, 


Nun ist 






ff, "»^ff,ff 






— ". —".-„,—"■ ^ ff. ^ a,ff,r /•(f^)/-(^) /' 

es ist also ersichtlich, dass die beiden Relationen erfüllt sind, wenn 



ff.a.^(.)^|.| 
ist. Die Form von S^^) macht es zweckmässig 

-f(-- — ) = - ^ c;,, - c;.) + ^^^^^_^^^ 

zu setzen, was hinreicht, aber nicht nöthig ist. Damit erhält S^") die Form 

Die übrigen noch auftretenden Fälle kann man sofort durch Transfor- 
mation hieraus gewinnen, denn es ist 



^ V _ V 



(7. ' (/o 



-",-0, 



— o,j -''^a 



a'"" ff, "-"'+"» "^'-"' 

- — «, -h - — «, y_(j^ — ",-", ".' -". -+- — "=> -", 

und man erhalt noch die Formeln aus S^''\ wenn man erstens die zwei ersten 
Glieder hiernach transformirt, das letzte nicht, oder die zwei ersten nicht, 
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aber das letzte, oder alle drei, und die drei Fälle entsprechen den Annahmen, 
dass a, — O3 die Transformation erfordere, (Ji + aa aber nicht, oder dass G^ + a^ 
die Transformation erfordere, aber a^ — a^ nicht, oder dass schliesslich alle 
beide die Transformation erfordern. 
Ist also 

*' = »•■ {'• ''S .7--- ,, "■" + ''-kS „, + „, "*) 

+ ».(<': '-.f- .,-!: ,;«•■"+ <^:ir2-7T^/-j. 

so setzen wir 

A = 



m,mj V\ 1 1 t^, e« I ;j^/ Ca 



tialx 



+ 00 

- (ff. - ff,) 1// (ffx , - ff,)^« „i_'g^_a^^ «•"'' - '/' (<^' . - <^4) 



vr +00 +00 

^ " '»^.U^ «/-ff/ ff.^"«/+(a.-a. 



+00 +00 

" "* ' ^a 

+00 



+ (ff. - ff,) ip(a.,- a,)2J!' ^i^'l_„^^ «'■"" - «/' (ff . , - ff.)) ) 



B 

+ «> ^ , +00 



_ ff.+ ff, ^;; eg ^,,,,^ 

ff, ff, -^ (,/ + (ff. + ff,) 

+ 2(ff,+ ff,)./.(ff.,ff,)J«^^^-p^^e'''''-2,^(ff,ff.))) 



.4' = 



«''/^-ncrr ^'^'T:(> (a/-ff,,;a/-(ff.-ff,)/ '' 

_,._,J^(a„_a,)^i-^-^^^e.«"-^(ff.,-ff,)) 
.+ C.C, j. 1^« ^^^ _ ^^^ ,^^ _^ ^^^ _ ^^j, e 

+ (ff. - ff,) l^(ff. , - "')^ \i^;l_„/ '"' -^{Ou- ff j)) 
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ff = 



+ 00 

" ^ff 

+00 



"■^-^(- '^■^T7P;(+#- ,»<+.,>;V,. -^ 



_l_ "^i iif e"'" 



Dann kann man für S<*> jede der vier Formen 

S(-) = A + B = A' + B = A + B' = A'+B' 

annehmen. Je nach den Werlhen (7^ und a^ wird die eine dieser Formen 
Yortheilhafter sein, als die anderen ; in der Regel wird die letzte die zweck- 
massigste sein. 

Hiermit sind alle Fälle, die sich bei der Bestimmung von S^^^ darbieten 
können, erschöpft. Die Formeln, die wir aufgestellt haben, sind sämmtlich 
für die numerische Rechnung sehr zweckmässig und sie lassen bei der Ab- 
leitung der S^"*) nach den C« die unabhängige Yariabele nicht ausserhalb der 
Exponenten von e auftreten. Es entsteht also aus S eine rein periodische 
Lösung. 

Es möge noch bemerkt werden, dass die Untersuchung der Frage, ob 
die Hinzufügung eines mit einer Integrationsconstanten behafteten Glieder 
schon zu den in S^') auftretenden Formen {ß) zweckmässig wäre, ein nega- 
tives Resultat ergeben hat. Man könnte zwar glauben, dass es Vortheil böte, 
die Integrationsconstante so zu wählen, dass die Summe der beiden Glieder 
für t = o verschwände , da dann die Glieder bei der Bestimmung von C^ 
aus den Werthen i/^, t'x für f = o wegfielen. Die Formeln für die ent- 
sprechenden Glieder von S^*) werden aber dadurch beträchtlich complicirter 
und die Nachtheile überwiegen wohl sehr bedeutend den erwähnten, ganz 
unwesentlichen Vortheil. 

4- 
Bestimmung der Gonstanten aus den Beobachtungen. 

Wir haben nun ausführlicher darzulegen, wie die Constanten aus den 
Beobachtungen abzuleiten sind. 

Die für die Zeit ^ = o geltenden Werthe wollen wir durch den oberen 
Index [o] charakterisiren ; dann sei 

Cf( = Cy -\- OCx * 
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Sodann deuten wir durch den unteren Index o an, dass die Werthe C« 
statt Cx zu substituiren seien; dann geben die Gleichungen 

das System 

I / „/ .1 



:s"(»^.f)/o,)+...+(4:?):L„. 



wenn man |vy^f (^7.1 Ivtt^I *• ersetzt durch 

UCxl \bCf,l \bcj öq^öc;."öc«»'... 

Nimmt man in diesen Gleichungen als letztes Glied den Ausdruck 

bdSM 






1.2.3 

mit, so werden die Correctionen dC^ richtig erhalten bis auf Glieder von 
dem (p+i)-ten Grade in c, also dem 2(/)+i)-ten in den Parametern, diese 
eingeschlossen. 

Da 5S eine homogene Function nullten Grades in den v^ ist, so wird 



US 
also auch 






Praktisch wird es zweckmässig sein, die Gleichungen zur Bestimmung 
der dCx in erster Näherung auf lineare zu reduciren, also das System 



öcfÄvM 






aufzulösen, das die Werthe der dC^ richtig ergiebt bis auf Glieder des 
zweiten Grades in e inclusive, während bei Unterdrückung der zweiten 
Glieder, der Summen nach ^, nur die Glieder ersten Grades in e richtig er- 
langt werden würden. Analytisch würde durch das Weglassen der Summen 
durchaus nichts gewonnen werden, praktisch ist es aber mit Rücksicht auf 
grosse Glieder in dS sehr wesentlich, die Verbesserungen sogleich bis auf 
Glieder des zweiten Grades in e inclusive genau zu erhalten, und der Zu- 
wachs an Mühe, der durch Berücksichtigung der Summen entsteht, ist des- 

halb sehr gering, weil die Werthe der Ausdrücke t-tt ohnehin zur Aufstellung 
der Integralgleichungen gebildet werden müssen. 

Harzer, S&cnlare Veränderungen. 4 
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Die linearen Gleichungen (a) sind stets auflösbar, da sich die Deter- 
minante nur um Glieder von der Ordnung von e von der Einheit unterscheidet. 

Sollte es nöthig werden, Glieder höheren als des zweiten Grades in 6 zu 
berücksichtigen, so würde es wohl zweckmässig sein, die Rechnung mit den 
durch die erste Annäherung erhaltenen Werthen 0^^+ dC^ der C^ zu wieder- 
holen und bei der Bestimmung der den angenommenen Näherungswerthen 
hinzuzufügenden Gorrectionen wiederum lineare Gleichungen zu verwenden; 
man würde dadurch die Gorrectionen bis auf Glieder vierten Grades in e 
incl. erlangen und durch Fortsetzung dieses Verfahrens mit jedem Schritte 
zwei GrOssenordnungen weiter kommen. 

Es mOge noch ausdrücklich hervorgehoben werden, dass man zur Be- 
stimmung der Werthe der C« der Werthe der 6« nicht bedarf. 

Bei der Bestimmung der d C^ haben wir nun zu beachten, dass die Grössen 

iVjt -T — 1 , die mit den im vorigen Paragraphen benutzten Grössen a^ identisch 

werden, wenn man in ihnen i=o setzt, in den Gliedern ersten Grades in 
6 reell sind, dass aber schon die Glieder zweiten Grades, wie wir gesehen 
haben, complex werden; ebenso sind schon die Glieder ersten Grades in b 

(. m \ lo] 
v«-r — -) complex. Es ist hiernach klar, dass, wenn wir 

mit a«, &x} Cx) d^ reelle Constanten vom ersten Grade in e bezeichnen, das 
Resultat der Auflösung des Systems (a) sich in der Form 

I + Ox -f- ib^ 

darbieten muss. Nun wissen wir aber durch die Untersuchung des vorigen 
Paragraphen, dass die dC^ reell sind, also muss 



sein. Nehmen wir an, dass dieses Resultat sich auf die p-te Auflösung der 
linearen Gleichungen für die dC« beziehe, so sind die Ox, b^, Cy, d^ richtig bis 
auf Glieder des 2p-ten Grades in e inclusive. Während es nun theoretisch 
gleichgültig ist, ob man öCjc aus den reellen oder aus den imaginären Theilen 
des Systems (a) allein bestimmt, ist es praktisch nur zulässig, die reellen 
Theile zu wählen, weil hier die dC^ durch Brüche erlangt werden, deren Zähler 
und Nenner um eine Grössenklasse in e niedriger sind, als bei den ima- 
ginären Theilen und weil dementsprechend auch die Genauigkeit der Be- 
stimmung der dCx bei den reellen Theilen auf den 2;>-ten Grad, bei den 
imaginären Theilen aber nur auf den {zp — i)-ten Grad steigt. 

Wir können uns also bei der Bestimmung der öCx die wesentliche Er- 

(>A C\[6\ 
Vy- ] 

YUEA^UUIIIJCUUCU AU&Ul UUfi.» ^ 
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in denen die ganzen positiven Zahlen a der Relation 

(Xx+ CCX+ a^+ '" — ajt— ccg— aa— '" =o 
genügen, nur die reellen Theile 

^ t ^ cos {a^r^ + «A n + «u IV H (x^r^ — ccg Fo — aaTa ) 

anzusetzen und dadurch das System (a) linearer Gleichungen in ein reelles 
zu verwandeln. 

Sind die Werthe der C^ ermittelt worden, so ergeben sich die Werthe 
der Constanten b^ direct durch die Gleichungen 






(S&S\[o] 
br. 

deren rechte Seiten Functionen allein der bekannten Grössen C« und v^^^ sind. 

Es möge hinzugefügt werden, dass aus dem Umstände, dass v<-r — 

reell ist, leicht geschlossen werden kann, dass die Entwickelungen für die 
C,j als Functionen der b^ und der Cx nur die Producte b^ Cx, nicht etwa auch 
Ausdrücke wie 6x ci + Cx bi einschliessen. 

Es ist vielleicht nicht unzweckmässig, die bei der Bestimmung der C« 
auftretenden Verhältnisse an einem Beispiele zu erläutern, das wir so wählen 
wollen, dass sich die Integration strenge durchführen lässt, so dass wir die 
durch die Reihentwickelung erlangten Resultate zu controliren vermögen. 

Es sei die Gleichung 

öS .^ hS . / öS , hS\ 

— — .i2o-xt'xr- — «^hVc— + Vir-) = o 

vorgelegt, in der die a« ganze Zahlen sein sollen, die, was bei unserem all- 
gemeinen Problem nicht zutrifit, nicht von den C« abhängig sind. 
Setzt man 

so ist die strenge Lösung 

S= C^ log (Vx +rivx) + Cx log (vx — iji'x) + i (K + mr]) C^ + [ox — mrj) Cx) x . 

Die Gleichungen t/xVx = rxv-7 ergeben sofort 

, , CyV^ rjCxVy Cxvi TjC^Vx 

Vx+rivi Vx — r]Vx Vx — rjVr v^+ tjVx 

4* 
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oder 

oder für ac = o 

j/J + 2 ^y,yi cos r + ri'f^ yl— 2 i^yx^ x cos F + tj'yl 

Uv = '■ L>3 = ; • 

I + ij' I + ij- 

Zur Abkürzung haben wir dabei gesetzt 

n- n=r. 

Die Gleichungen r-^ = log 6^ ergeben 

wobei die Abkürzung 

<^x + w»? = < Ox— mrj = Gl 

benutzt worden ist; die Constanten &x sind also bestimmt durch 

bx = yj^^ + r^yxe'^^ bx = yxe'"^^ — riyj^* 
und hiernach ist in 



' ' - TT? "' - r+"^ 

alles bekannt. Wir erwähnen noch die Relationen 

r, bySx f. bxCx 

^x = : T ^k == 



-ialx 



Dieser strengen Auflösung lassen wir nun die Reihenentwickelung nach 
den Potenzen der hier e vertretenden Grösse rj folgen. 
Durch diese Entwickelung wird 



^dS hdS 



,. = _c.^.!^"(,^)-_c,^.X(,|)- 



Die Gleichungen (a) reduciren sich hier, da dC^ + dCx=^ o ist, auf 
die eine 

(a) ÖCx + {yl + c5C,) V« (- i)« (^?^e-'^f- j'J - cJCJ V« (»?^^e'^"= o 

1 \ /;« / "^ \ yjL I 

und die Gleichung ist hier ausnahmsweise strenge, weil alle zweiten und 
höheren Differentialquotienten von öS nach den C^ gleich Null sind; wir 
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können also auch durch die lineare Gleichung jede beliebige Genauigkeit in 
der Bestimmung von dC^ erreichen. 

Wir wollen die Entwickelung beispielsweise bei der dritten Potenz von 
1] abbrechen, dann wird durch Separation des Reellen und Imaginären 



2 i?y«yi cos r + >f [yl — yj) cos 2 F + i?3 (^ + Ucos 3 F 

■+ '■ (r i'/l. + y!) sin 2^+ri^ i^ - J-^) sin 3 f) 
<JC, = ^ ; -^ ^ ■ 

1 + „(?:?_ 2!^) C0SF+ r (- + ^'1 C0S2F+ ,;3(^-5 -''i) COS3F 

+ i(,(g + g)sinF+,M|-';)--^+'?'(| + |-3r) 

Dieser abgekürzte Ausdruck ist in der That complex, er wird aber so- 
fort reell, wenn man ihn nach Potenzen von rj entwickelt und bei ij' ab- 
bricht. Bestimmt man öC^ als Quotienten der reellen Theile, so werden die 
Glieder dritten Grades in tj noch richtig erhalten; in der That ergiebt sich 
durch die Entwickelung nach Potenzen von r] 

dC^ = 2riy^yi cos F — rj^iyl — y?) — 27]^y^yi cos F -| 

Denselben Werth erhält man, wenn man bei Beschränkung auf Glieder 
dritten Grades in tj in der Gleichung (a) sogleich die imaginären Theile 
fortlässt. 

Ermittelt man aber öCx als Quotienten der imaginären Theile, so werden 
nur die Glieder zweiten Grades in rj noch richtig erlangt; es wird dann 

ÖC^= 2 tiy^yi cos T — ij» (yj — yj) -|- • • - 
Bis auf Glieder des dritten Grades in ij incl. richtig ist also 
C^=yl+ 2 t]y^y;. cos F - /;' {yl — yl — 2 rj^y^y^ cos F 
Cx=yx-' ^f]y?.yy. ^*os r — t^^ [y\ — y^^^ 2 t]^yiy,, cos l\ 
Die Gleichungen 

; I ÖCJ 



ergeben auch hier durch Reihenentwickelung nach den Potenzen von ri die 
Relationen 

hy. = yy.^'^^ + riyxe'^^ h = yJ^^^ — r^.yyß^'' 

und somit gelten auch für v^ und Vi dieselben Formeln, die wir durch die 
strenge Entwickelung erhalten haben. 
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Erweiterung des Problems der säcularen StOnuigen zum 
aUgemeinen Probleme der Planetenbewegung. 

Das Problem der säcularen Störungen ist nun ein, wenn schon funda- 
mentaler, so doch nur ein Theil des allgemeinen Problems der Planeten- 
bewegung. Es ist deshalb wohl am Platze, noch ein paar Worte über die 
Entwickelung des speciellen Problems zum allgemeinen hinzuzufügen. Wählt 
man die Grösse f klein genug, etwa so, wie wir es gethan haben, f := o'/o4 .., 
indem das Julianische Jahr als Zeiteinheit angenommen wird, so über- 
steigt sie die Unsicherheit, die jetzt den Werthen der mittleren Beweg- 
ungen der Planeten anhaftet, wenn überhaupt, so nur so wenig, dass die 
mittleren Bewegungen ohne weiteres als ganze Vielfache von f betrachtet 
werden dürfen; sollte man diese Annahme aber doch als unstatthaft ansehen, 
so würde man in dem hier Vorgetragenen die Mittel finden, etwa constatirbare 
Abweichungen in Rücksicht zu ziehen. Das allgemeine Problem unterschei- 
det sich dann von dem hier behandelten speciellen nur dadurch , dass die 
Coefficienten der Störungsfunction nicht mehr, wie bisher angenommen 

2 7C 

wurde, constant, sondern periodische Functionen der Zeit vom Modul -^r- 

sind. Die Behandlung dieses allgemeinen Problems könnte dann dieselbe 
bleiben, wie die des speciellen und auch die Bemerkungen über die Con- 
vergenz blieben in Kraft; praktisch wird es aber in weitaus den meisten 
Fallen zweckmässig sein, ein ähnliches Verfahren einzuschlagen, wie es bisher 
stets verwendet worden ist: nämlich nach Ermittelung der säcularen Theile 
von S die Zusatzglieder in erster Näherung unter der Voraussetzung- zu be- 
stimmen, dass die säcularen Veränderungen nicht bestünden, dass die von 
ihnen afiFicirten Glieder constant wären, und sodann die wegen dieser An- 
nahme nöthigen, gewiss fast stets sehr kleinen Zusatzglieder nachträglich 
hinzuzufügen. 



Entwickelung der Störungsfunction. 

Wir gehen nun zur Ausarbeitung des in den vorstehenden Paragraphen 
skizzirten Entwurfs und zuerst zur Entwickelung der Störungsfunction über. 

In dem von den osculirenden Bahnen des a-ten und des ß-ien Planeten 
und der festen Fundamentalebene gebildeten sphärischen Dreiecke ist die in 
der Fundamentalebene liegende Seite gleich da — 0^^ die anliegenden Winkel 
sind (pß und 180'' — q)a^ die diesen Winkeln gegenüberliegenden Seiten be- 
zeichnen wir mit r« — da und t^ — 6^, den dritten Winkel mit /«/* und 
setzen zur Abkürzung: 
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Aus den fttr das Dreieck geltenden Grundformeln ergiebt sich dann leicht: 

rjaße ' =- J' 



^^-ll?^ 



V(H-^^)(i+A|) 



und mit Rücksicht auf die Bedeutung der Werthe cc«, y« erhalten wir, indem 
w^ir nur Glieder dritter Ordnung in diesen Grössen noch bertlcksichtigen: 



sin 



mipaC '"«=—(1 =^| 

9" \ Sgl } 

^ 9A Sg'J 

29a \ ^ Sgl } 

l g+<Öa _ y^+o L . 2Xaya + Xn+ayn+a \ 

29a l "^ Sgl j 

"^ 2ga \ "^ 4yi 8<?^ ; 2g,, \ "^ 4<,» 8<ra 1 

2?« \ 4i/: 8(?^ / 2(^M ^9} Sgl 1 

^^ 8j^ "^ 4y«i?/f 8j- 

'"•' 8ff^ 4ffgi?^ 8(^^ 

Für die Entwickelung von 2R brauchen wir die hieraus folgenden Aus- 
drücke 



Sin»?/;a=— f- I ^\ = ü)aa[l — - (^aa) 

9a ^ ^9af ^ ^ ^ 
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Xn^ay, 



\ \ 2 gl 45; / 



±l:^ryn±aXn^l Xgl 

^9a9ß \ 4?« ■ 49} 



r "^ 4?« 4»^ 8»: 85J / 



4?? \ 2^; 4j» / 

I / , I , I I I \ 

— -—^„+«,1+1? II -+- —COaa -\- ~r^ßß g-tt>«+an+o ^<^^ft+ßn-hßj 

sin 1//« sin 1//^ cos (tt« — ^^j — - r« + "t^) = 
I / I I \ , I I 

yWa|jll — yWac — -^<^ßß\ + y ^0,,+« W|j„+|9 — YWa„+^W|j„+a 

sin» !//„ sin» xpß cos 2 (/Ta — 7t ^ — r« + l^i») = " ^ ^ / ^ = y w«^^ — f^agO)^^ 

^9g9ß 



s'in^ ipar]l^ cos2(7r„ — r„) = 

2ya^2?a 2ff^/ ^^^U^« 2(/^ / 

— —0Jag{0)n+gn+g — W„+a„+|j+ ftiw+f^n+|?) + -^[^gn+a — (^gH+ßY 

sin ifja sin i//^i;»^ cos (tTo + tt^ — t« — t^) = 

29cc9ß \ 29CC 2g^i) ZQaQ.i \ 2ga 2g^ j 

sin^ip ßtil^ cos 2 [tt^ — r^) = 
29ß^^9a 2g^) 2g'^\2ga 2g^) 
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Le Verrier giebt nun fttr die Glieder von der zweiten Ordnung der 
Massen in dem der Combination des a-ten und des /9-ten Planeten entsprechen- 
den Theile von 2R die folgende Entwickelung*) : 

2Ra,i = 

c^a^i + c^ajii^'^n-tfja + Sixi-ifj^) + 4^isin4i//« + c^^j^Siu^xPa sin^ifj^ + cj,^^ sin4i/;^ 
+ ci'^Vlfi + cL'/J (sin' tpa + sin- ip^) rjl^ + c^^rj^^ 

+ {<^al+ 4^^Siö' ^a + CL'? Sin^» Ip^ + C^a'^^tjlfi) sin Xpa Sinxpfi cos [7t a — 7t^-'Ta + ^) 

+ c^^f sin»?//« sin= ifj^i cos 2 [Tta — tc^ — t« + r^) + c^^f sin=^ t/'« ^ai? cos 2 (tt« — t«) 
+ c^i^ sin V« sin xpßrjl^cos (/r« + /r,^ — t« — t.s) + cj/^^^ sin» i/z^j rjl^ cos 2 {/r^ — tß) . 

Die Coefficienten Ca|9 hängen, abgesehen von dem constanten Factor 



lai = 



a^ 



in dem a^ der grössere der beiden Werthe aa und a^ ist, nur von dem 
Verhaltnisse 

da 
daß = 



a^ 



aby das stets kleiner als die Einheit ist. 
Setzt man**) 



&- - - f 



cosnxdx 



V I — 2 a^yj cosflc + alß 



„^ 2 P C0S7l.Trf.T 



cosnxdx 

er 



^>=-j 



b7, 


= 


-% 




c7f 


= 


<? 




C, 


= 


<f 


^C^ 
^<i, 



^{ V(i — 2a«,^coscr'+t/^J5 

so wird, indem man die bei jeder Grösse auftretenden unteren Indices aß 
der Einfachheit wegen unterdrückt, und den fttr unsere Aufgabe bedeutungs- 
losen Coefficienten c^^"), der erst bei den Quadraturen für die mittleren Längen 
gebraucht wird, weglässt: 



*) Ann. de l'Observ. Imp. de Paris. T. II, p. 87. 

**) Für die Combination «^ nennt Le Verrier die von uns mit 6"5, c"J, e^^ bezeich- 
neten Grössen 6^\ c|j*^, e^\» die Benutzung der c mit zwei oberen und zwei unteren 
Indices in anderer Bedeutung im vorigen Paragraphen kann eine Verwechseiung nicht 
herbeiführen. 
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c(3)==//-L6oi_|_l.j<«_j_.L6o3_|_^jo4\ c(")=/a/c°'+-c"+c"+-c"j 

Diese Coefißcienten'^] haben nun eine fttr die Rechnung noch unzweck- 
mässige Form. Man kann nämlich alle CoefFicienten durch die i^ allein aus- 
drücken, und überdies lassen sich alle übrigen Coefficienten leicht aus c^^^, 

0% c^4 ^^^ ^«i^ ermitteln. 

Mit Hülfe gewisser Relationen zwischen den Transcendenten 6^, d^, e^^ 
die zum Theile von Ls Vbrribr selbst angeführt worden sind'^*), lässt sich 
die folgende Gestalt herstellen: 

c(0 =-?(36xi4-6x2) c(3) =i?(i86"+3o6"+ 1 16^3+6'*) 



4 16^ 



c(«) =i?(86"+76^3+6x4) cW =— {26'o— 26"— 6") 



CW =— (CW— 2C(»)+C<3)) c(") =— (— 3C<^)— 8d«>+2C<3)) + o(2C<')— l6cW+ I2C<3)) 



2 ' ' a 

4 
c(«) = — 4c(3) c(x3)==8c(*) 

C(7) = — 2C(»)H-4C^3) c(x4) = _L(c(8)— c<")) 

2 

c(9) =^(— 3C<'^— 40C<«)+ 2c<3)) c('5)=8cW . 



*) Ihre Richtigkeit ist vom Verfasser aaf einem voil dem von Le Verrier ein- 
geschlagenen völlig verschiedenen Wege sorgfältig geprüft worden. 
**) Ann. de l'Observ. Imp. de Paris. T. II, p. 108, 109, 8 u. s. w. 
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Fttr die numerische Rechnung wollen wir^ da es nicht zweckmässig ist, 
auf Ls Verribrs Werthe, die mit zum Theil beträchtlich ungenauen Werthen 
der a gerechnet sind, zurückzugehen, eine andere Form fttr c^^\ c<'>, ds)^ c<^) 
ableiten. 

Wir setzen: ^ 

a 

^ ^ V(i — a* sm^jr)^+* 

dann ist leicht zu erweisen, dass sich /^p durch die b^ mit HüUe der von 
a unablängigen Coefifieienten g so darstellen lässt: 

p 

o 

Alle Coefficienten g lassen sich aus der recurrirenden Gleichung. 

mit Httlfe des Werthes ^^ = i ableiten. 
Wir erhalten so 

^" = -(- 6'o 
^" = — 6'° + 6" 
/" = + 36'°— 3*" + t" 
y»3 == — 156'°+ 156"— 66;*+ 6'3 
/»4 = -I- 1056'«» — 1056" + 456" — io6'3 + b'^ . 

Löst man diese Gleichungen nach den b auf und substituirt man deren 
Werthe, durch die Integrale /ausgedrückt, in die Gleichungen fttr d') u. s. w., 
so ergiebt sich 

3/ 2 f* a» sin* iE , 






1^(1 — o'sin'ojp 



32 7t J y(i — a*sin*(r)9 



, . 3 i 2 /* 6a* sin'o? + 23a* sin^fic + 6a^ sin^o? , 

C(3) r= -f- -A_ . _ I "^ dX 

8 TT J y(i — a* sin»a;)9 

n 

a 

/ 2 /• «5 a* sin-^o? — 2 a^ sin^o? , 

= — — / ^ — ; ^.^ — da?» 

a TT ^ . y{i — a*sin*a;)5 



c(8) 
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Versteht man nun unter p eine nicht kleine, positive, ganze Zahl, so wird 
die Relation 



2 f a»» sin«»iE I ^f tq t , . , 9^ 

^ / V(i — a»sin»ir)^«+^ i^-^ V(i — ^',)"*+' ^P 

wobei in die Summe die g = o und q = p entsprechenden Glieder nur 
mit dem halben Betrage einzuführen sind, um so näher richtig, je grösser p 
ist*). In allen Fällen genügt für die bei den grossen Planeten vorkommen- 
den Werthe der a die Annahme p = 9 vollständig, um mindestens die 
sechs ersten zählenden Stellen des Integralwerthes richtig zu erhalten. Es 
giebt keine analytische Entwickelung ftlr die Goefficienten c^') u. s. w., die bei 
einigermassen beträchtlichen Werthen von a gleich leicht, schnell und sicher 
zur Kenntniss der numerischen Werthe führte, wie diese mechanische 
FormeL 

Es wird danach einfach 

^ P^ YV^^W • ö P^ V(i - §,)^ 

32 P^ Vli -"^,)9 a p^ V(i - ^,Y 

Sind die d^\ ö^\ 6^\ 6^^ hieraus bestimmt, so ergeben sich die übrigen 
c nach dem obenstehenden Schema und zwar scharf immer dann, wenn loga 
grösser ist als etwa 9.40 — 10. Als Controle der Rechnung kann man dann 
noch eine zweckmässig gebildete Summe der c auch durch mechanische Qua- 
dratur berechnen. Wir wählen den Ausdruck 

<^=i2C<^)+i2c(«)— i34c(3)+ 33ac<s) 

+ 36 (c<^>+ c(5)+c(^)4- c(7)+ct")^c<'3)-|-ct'5)+a [6^^-\' c('°)4-c<")+c(»^))'. = 

"°' ■ T?' W^U 

Ist loga kleiner als etwa 9.40 — 10, so ist die folgende Anordnung der 
Berechnung der c zweckmässig: die Integralausdrücke und die algebraischen 
Relationen zwischen den c liefern leicht die folgenden Reihen: 

4 \ 8 64 1024 16384 ' 131072 ' 1048576 ^^ 

^256'" l'^ 36''^ 128'' ^512"^ 16384''+ 65536 " + ••) 

*] P. HarzeR) Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der drei Körper. 
M6m. de l'Acad. Imp. de St. Pötersbourg, VII» s6rie, T. XXXIV, No. 12, 1886, p. 28, 125. 
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'8 \ ' 4 64 256 16384 65536 ^ 1048576 ^ / 

8 \ ^ 4 ^ 128 ^ Sil 163S4 ^ 65536 ^ / 

c(9) =_«./«3/i+4a'+"'l5a44-4i^„6+Ll56lSS„s+3864|l„,„^ .. \ 
32 \ 6 ' 128 ' 128 16384 ' 32768 ' / 

c(-)=- " la. L + H7„.^ J67_ .1787^,_^24594S7^8^i87£57u^, | 

16 \ ' 40 64 ' 1024 ' 81920 393216 ' / 

^8 l ^ 44 ^ 128 f^ 512 16384 ^ 65536 ^ / 

128 \ ' 4 '128 ' 512 ' 16384 ' 65536 ' / 

Die übrigen c erhalt man scharf durch die hieraus berechneten Werthe 
nach den oben stehenden Formeln« Die Controlsumme kann man hier am 
zweckmassigsten nach der Reihe: 

*=270/a4(, +?ia> + l55o.+ 37^ «6+8^6. ,5^825|7„.o+...) 
' \ 4 32 ^128 ^ 16384 /^ 65536 ^ I 

berechnen *). 

Unter Benutzung der Grossen a^i ktfnnen wir nun schreiben: 



2Baß = 



c«" 



*j Wir erwähnen noch, dass sich die Ausdrücke ein) d^s) und | — j nur wenig von 
einander unterscheiden; es ist nämlich 

64 \ "^ 144 "^ 128 "^ 1034 ^ 24576 ' 262144 / 

iC<MY_2025^ W ,"60 5^^ 

\ 2 / 64 * " \ ^ 144 ^ laß ** ^ 1024 ^ «4576 ^ 262x44 / 
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+ Je ^«/i <+<'n+fi + (^ d'/i — i (^ai) ü)n+an+?(On+^n+{i 

+ (I d'i^ - I d>'^) ö^aH+a W/,n+.'? 

Um die Form dieses Ausdrucks deutlicher heryorzuheben^ können wir 
symbolisch ansetzen: 

2Raß = 

Lb Verribrs Untersuchungen über das Theilsystem Jupiter-Saturn haben 
gezeigt, dass bei diesem sehr beträchtliche Beiträge zu dem vorstehenden 
Werthe hinzutreten, die, obwohl von der dritten Ordnung und vom vierten 
und sechsten Grade, von grösserer Bedeutung für die säcularen Veränder- 
ungen sind, wenigstens in den Theilsystemen selbst, als die Glieder zweiter 
Ordnung und vierten Grades, die wir im vorstehenden Ausdrucke berück- 
sichtigt haben. Der Umstand nämlich, dass die um die doppelte Jupiter- 
länge verminderte fünffache Saturnlänge, also der Werthe 

L = — 2 /s -h 5 '6 

eine mit der Zeit nur langsam veränderliche Grösse ist, bewirkt, dass die 
von diesem Winkel abhängigen periodischen Glieder der Veränderungen der 
Elemente sehr gross werden und in 2Ä sehr merkbare Glieder dritter Ord- 
nung und auch solche, die die Zeit nicht explicite enthalten, erzeugen. Wir 
wollen aus Ls Verribrs*} Untersuchungen alles zusammen tragen, was zur 
Berechnung der grossen Ungleichheit und zur Ermittelung der erwähnten 
Glieder dritter Ordnung nöthig ist. 



♦) Ann. de l'Observ. de Paris. T. X, p. 127 sqq., p. 164 sqq., p. 52 sqq. 
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Setzt man allgemein 

L^ = I — p7t^ — qTt^ + (2 + p) (^5 — Te) — rre 
und im Besonderen: 

L^<^ = L— S7t^ + 5(2:5 — T6) 

L^'o == Z, — 27r5 — 7t6 + 4(^5 — Te) I"* = L — TTg + 3r6 — 5^6 

X."** = I — ^5 — 27r6 + 3(^5 — Tö) I°" = Zr — TTe + 2^5 — 4^6 , 

I030 == X, _ 3^g >j- 2(r5 — Tö) 

so sind die wichtigsten Glieder der Stöningsfunction 

2i?56 = 

/ + ^IT Siö^ ^5 cos Z3oo_|, y.«o gina ^^ slu ^g cog I"o_|_ ^lao g j^ ^^ gj^a ^^ ^^g 2;»«> \ 

'^ \ + r^f Sin3 l/Zß cos I°3a+ r^oa g.jj ^^ ^a^ ^^jg £xoa _|_ ^012 g|jj ^^^a^ ^^^g j^^oia ^"^ 

he^P^r rlf sinv ifj^ sin« i/zei^J^ cosZp^ . 

Die Coefficienten, nebst ihren fttr spätere Zwecke nöthigen drei ersten 
Ableitungen nach a = a^e, haben, indem wir überall die unteren Indices 56 
weglassen, die Werthe: 

64 24 öa 12 4 8 24 

r^ro^^99.b4o^ 23 641 + ^643+4-643 «^= + ^^64^+ ^^64«+ -^6«+ i-644 

'2 '"^ '8 '8 5a 2 '4 '2 *8 

4 040 0a ö o 

7'03o = + 38?^,o+^5ax+9jaa + ±Ja3 a ^ = + ^-^-?6" + -^^6«+-&^3 + -i 6=4 

'24 '8 '8 '24 5(2 12 '8 '4 * 24 

r'«»=o(— ~C4° — — c4') a-^— = a/— -^c4° — -^C4^ — — c4») 

\ 2 2 / 5a \ 2 2 2 / 

7'0"=a|+ 5c3°+yC3'j a-^=a/+ 5c3o+6c3' + -^c3») 

a»^4^=-^7_j5,_^3_j53_A654«_L655 a3 ^-^^=-43.553- 14654- "65s-±6s6 



a« 



5a^ 3 2 4 24 5a3 6 ^ 8 24 

.ö'r«'° . 407,,. . 14«;. .. . :?!.,. . i . - ö3r» 



aio 



a" 



^4::r=_io563=-323ft33_4 634_i.Ö35 a3^ip°=-i^Ö33-34-V-f635_i.636 
5o* -'8^8 5a3 8 8 88 

öo' «4 8 ^8 ^24 öa3 , ^ 3 8 ^2 ^«4 

ba" \ 22/ 5a3 \ 2 2 2 / 

5»r^" / I \ 53 r^" / I \ 

a»-— -=a(+iic3'+ 7c3« + ~c33| as -— -=a + i8c3«+ 8 c33+ — c34| . 
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Setzt man dann 

^ = ^56 

und für jede der sechs Combinationen der pqr 

a^ = — 2fl "' • rP9' FJ^' = + lf'l — ' rt'^' -ß ^ • <* ^'+/' — -^rf^ 
9\ ' ^ 9l 9l ^^ 9l 4 

9l ^ 
^ 9l 2 

^9s 911 Ö 

so erhält man die wesentlichen Glieder der Störungen in den Elementen 
durch die Formeln 

dci^ =^pqr a^**^ sinPip^ sin« i/Zei^Je cosl^«*" 

dl^ =J^qr l^'^ sinP ips sin« ipe ij^^ sin />«'* 

d sin i/Zj =J^qr ^'^^ sin^»-' 1/^5 sin« iperj^e cos J!^^*' 

sin ifj^ Ö7t^ =^P9r e^"'^»" sin?"' ip^ sin^ ip^tj^^ sm^r 

<Ja6 =^pqr ag«** sinPi/Zg sin^i/zeij^ß cosL'*«'* 

^4 =^P9r /f *" sini'V^s sin«i//6»?56 sinli»«»- 

d sin I//6 ==^pqr eg«""" sini' j//5 sin?-^ e/;6»j56 cosli'«'* 

sint/JedTTe =J^qr ef *"■'*" sin^^i/Zj sin«~'?/;6^s6 sinl^«*" 

ör]s6 =^P9r tir~" sinP?/;5 siu^ iperjir cosZ^^^»* 

J^se^^s = i?56^T6 =J^qr ^ff "' sini» i/Zj sin«i//6i?5^' sin Lp^' . 

Variirt man nun den obigen Werth von zR^e i^^ch den Elementen und 
substituirt man sodann für die Variationen der Elemente die vorstehenden 
Ausdrücke, so erhält man in dem von L unabhängigen Theile den gesuchten, 
die Zeit nicht explicite enthaltenden Beitrag zu 2/?. 

Nimmt man den Theil 

u = ZrM*- sini' ip^ sin« ^e'^le <^osLP^ 

von 2R und setzt für die Variationen der Elemente nur das von JJ'^'^' ab- 
hängige Glied ein, so wird der die Zeit nicht explicite enthaltende Theil von u 
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du = 



COs((p-//)7r5+(?-9>6~(/?-p>5-(?-?>6). 



4- 6pWg'»'sini'+P'-»(/;sSin«+«V6i?56''' 
+ cpgrpwf sinP+P^ip^ sin«+«'-» ^erj^f' 
+ dr^'9'f'smP+P'ilJsSm9+^tlJ6r]lt'"~\ 

Zur Abkürzung haben wir dabei gesetzt: 

fipqrp'^r' ^ IrrP^t^/''''^ . 

Die 36 Ausdrucke von der Form du, die in 2rffls6 vorkommen, lassen 
sich, da 

Z300 — ^300 ^^[jaxo^. I210 :_ ][^iao — X^xao _. £^030 _ j[^o3o _-^ 2;^ic» — /;^io9 __ ][^ox9 — £^oia __ q 
I.3«> — L"o = L"o — I"o — Li«> _ /^030 _ li<yi _ j[^oi2 ^ _ ^,^^ + ;i.g _j_ ^^ _ y^ 
L3<« — D^= L"o _ £030 z= 2 (— 7^5 + TTe + T5 — fö) 

£300 _ I102 ^ /;2io — Lo« — : 2 (^ TTj + T5) 

i^3<«-Lo"=-37r5H-7r6H-3r5-r6 

ist, in neun Glieder zusammen ziehen. Das Resultat ergiebt sich zuerst 
in dieser Gestalt: 

2*^56 = 

+ o3«*3~ sin^ i/Zj + a"o«'° sin* xp^ sin« if)e + a"°»*» sin« 1//5 sin* i//6 + a°3oo3o sin^ 1/^6 

-+- a«<«»^ s\VL^xp^ri\^ + a°'~" sin« i//6i?j6 

-^ (6300300 _|_gaio«ioj sin*i//s + (6«""°+c"°"°) sin«j/;5 sin« 1/^6 + (^"°"°+c°3«>3oj sin*(/^6 

_j_ cfxoaioa sin«i//5ij^5+ rf°"**" sin^t/zeiy^öH- (^'''"''' + ^''"*'") n\e 

+ (a3«»'o+a"°3ooj sin*i/;5+ (aatoiao^aiaoaioj sin«?/;5 si n«i//6 

+ -|- (6300910 J^ gaioiao _J_ 5810300 ^ ^laoaioj gj^a ^^ 
_|_ (ftaioxao J^ giaooso _[_ Jxaoaio ^ qo^ozoo)^ gin« (//ö 
.+ (d'oaoia _j_ ^oiaxoa)^»^ 

(I (aSooxao r ^xao3oo\s{Q9W, I (^210030 1 ^030210) sin«(/;6\ 
' ^ ; rs I V ./ v- lsin«(//5sin'(/^6C0S2 /Ts — /re— z-5 + r6: 

_^ jfj30oxao ^^9x0030^^,120300 _j. ^030210 j T3 1 

Harzer, S&CQlare Yerändernngen. 5 



sin xp^ sin i/Ze cos (tTj— tTö— r5+ tg) 
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+ {a3«»3o -(_ ao303oo) sin3 tp^ sin3 xpe cos 3 (tCs — tTö — T5 + t^) 
/H-(a3«>'°« + a*°»3~) sin'V^s + (a"<»"+a""") sin«i//6\ 

/+ (a«*>»<»+ a^oaaioj gin2 ^^ _j_ (a««»" + a*»"^«*) sin» ip6\ 



1+ (a3«>"* + a*°»3~J sin« xp. + {a"<«"+ a*>«"° sin« ip6\ . , v 

+ 1 r , |sin«iZ/5nLcos2{7r< — Tr) 

+ 1 . » . , |sini//5Sini/;6i?!6Cos(7rs+7r6— x-5 — re) 

+ { \ 7 V'S-I-V -r ; ^Msin«l//6l?"6COS2 TTß — r6 

\J- Jiaoioa r ^3ooia .1 Jtoaxaoi ^19030 ^ x"/5o v " "/ 

+ (a3««" + a°"3<») sin3 1//5 sin 1/^6^56 cos (3 tTj — tTö — 3 rj + re) 
+ (ao3oioa _^ o'*«*>3o) gin i/Zj sin3 iperjl^ cos (tTs — 3 tTö — T5 + 3 re) . 

Zuerst sind die Coefiicienten in dieser Entwickelung einfacher zn 
schreiben ; die aP^^P'^^ kommen nur in der Verbindung a^P'9'r' _|_ ap'q'r'pqr 
vor, und diese Verbindung lässt sich einfach in der folgenden Gestalt be- 
rechnen : 

V 9i ^^ 9l 9i I ''^Ws sr^ '' 

Ferner ist 

Sodann wollen wir, da die Glieder sechsten Grades im Ausdrucke für 
2di?56 von derselben Grössenordnung sind, wie die vierten Grades, in den 
Ausdrücken beider Grade nur die Glieder niedrigster Ordnung in den <u„;i 
beibehalten. 

Es sei ,. .._!,. /n 

W,3X3 — W,3X4 + Wx4,4 = (1)56 
^5x3 "^ ^SM = «056 ^6x4 — 0)6x3 = «ößS 

SO haben wir zu setzen: 

sin«i/;5=:£Ü55 

sin«i//6 = «t)66 

sin ^//jsini^ecos [n^ — ^6 — T5 + re) = - 0)56 
sin«i//5sin«i/;6COS2(7r5 — TC^—r^ + ^e) = ^^6 — ^S5t<>66 
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sin3 ip^ sin3 yj^ cos 3 (tTj — /te — Tj + Tö) = - wL — ^ (ü^. Wee co^e 
sin^tpsVle 00s 2 {tv^ - Ts) = - -^55 ©56 + | ß^6 
sinV;5sini/;6)?j6Cos(/r5 + tTö — Tj — Tg) =- — -g-cüs6Ö>56 - | ßseßes 

sin«i/;6i?^6 cos2(7r6 — n) ^^ — |w66Ö>56 + g- ß?5 
sin3|/;5sini//6??^6C0s(37r5— /r^— 3T5+ re] = — \^s$^s(>^se + \(o^s^^6Ü6s + \(^s^ii\6 

Wir erhßlten so schliesslich zöR^t als Function der Wjd in der folgen- 
den Gestalt: 

-\- a3«^~a/35+a3««"w^5 W56+ (— 2 a3«>'=«>4-a"<«»°)co^5W66+a3~'*°W5s w^6 
+ a3«»3occ;3^+ a"«»30tj,^^ej66+ a'^3*'Ws6w26+ «^^^^^'««'ie 

_j_ (£,300300^ C"""«) W^5 + (63003IO _|_ C8IOI20) ^^^ (j^g ^ (__ 2 ÖBooiflo^ 5aio2io __ 2 C"«>3<>+ c"^^^) O)^^ cOee 
_^ (£,3ooiao^_ C2I0O3OJ ^^^^ ^ (5«oi2o_[. ^"0030) ^^^ ^^ _|_ (5120120 _|_ ^030030^ ^^j^ 

+ ^a3ooio«ec,^ß«^^± (a30oox._a«oxc«)(^^^ß^^ß^^_|__L^X20,c«^^^ß.^ 

_|_ ^ (630010. ^ c«ooia) ß2^ __ ± (ftaioioa ^ c"<»") ^56 ßös + ~ (b'^^"^ + C^3~") ßjj 

^ Öf^"^'*^ ^55 ^S6 ^ (a3«»" + Ojaioioa) ^^^^ (j,^^ (p^^ _ i_ (0^210012 _j_ ^laoioaj j^,^^ ^^^ (^^^ 

L (a"ooi2 _|_ flf03oio2) jj,^g ^^ (p^g _ i. ^030012 ^a^ (2)^^ 

L (fcaioxoa ^ c«ooi2 _ c('°»°") ^56 Ogö 

4 

_ ± /fciaoioa^ c^300i2 _ J_ doraoiaj ^^^ (p^^ 
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Wir haben zu den vorstehenden Ausdrücken noch weitere Zusatzglieder 
hinzuzufügen. Es. ist nämlich bekann t, dass Lb Vbrribr aus der Discussion der 
Mercurvorübergänge vor der Sonne das fiesultat abgeleitet hat, dass die Be- 
wegungen des Perihels und der Excentricität nicht unbeträchtlich von den 
theoretisch bestimmten Werthen abweichen, während in den Bewegungen des 
Knotens und der Neigung zwischen Beobachtung und Theorie merkbare Ueber- 
einstimmung herrscht '^j. Die Correction der Bewegung des Perihels konnte 
aber von der der Bewegung der Excentricität nicht getrennt, sondern im 

Mittel nur der Complex dj—r-^ + 2.72 — zrr^) *" ^''3^5 bestimmt werden. 

Das aus den Beobachtungen abgeleitete Resultat Le Verribrs ist später von 
Herrn Newgomb '^'^) durch Discussion eines viel grosseren Beobachtungsmate- 
rials bestätigt worden; das theoretische Resultat Lb Verribrs ist gleichfalls 
wiederholt durch neue Rechnungen als richtig erwiesen worden. Wir haben 
bei unserer numerischen Rechnung zwar einen nicht unbeträchtlich grösseren 
Werth für die Bewegung des Perihels der Mercurbahn gefunden als Lb Veriubr, 
was wesentlich eine Folge der Verschiedenheit der Werthe der störenden Massen 
bei Lb Vbrribr und bei uns ist, die Differenz zwischen unserem theoretischen 
Werthe und dem von Herrn Nbwgomb aus den Beobachtungen abgeleiteten ist 
aber trotzdem zufällig nahezu so gross, wie die von Lb Vbrribr zwischen 
seinen beiden Resultaten gefundene. Die Differenz ist also als eine über jedem 
Zweifel bestehende aufzufassen, mit deren Existenz sich die Theorie durch 
Zugrundelegung irgend einer plausibelen Hypothese abfinden muss. 

Wir wollen kurz die verschiedenen zur Beseitigung der Differenz voll- 
geschlagenen Hypothesen besprechen. Theilweise halten die Vorschläge an 
der strengen Gültigkeit des NBWTON'schen Gravitationsgesetzes fest und führen 
zur Erklärung der Differenz hypothetische Massen ein, theilweise fügen sie 
dem NBWToif'schen Gesetze Zusatzglieder hinzu. Zu der ersten Art gehört 
Lb Verribrs Annahme, dass der Unterschied dem Einflüsse eines intramer- 
curiellen oder einer grösseren Zahl intramercurieiler Planeten zuzuschreiben 
sei. Nimmt man nur einen solchen Planeten an und characterisirt man ihn 
durch den unteren Index a, so gelten für die osculirenden säcularen Ver- 
änderungen der Elemente eines äusseren durch den unteren Index ß gekenn- 
zeichneten Planeten, wenn man nur die Glieder niedrigsten Grades berück- 
sichtigt, die Formeln 

sin ipß-^ = -+: i-i^ {cj;^ sin yjp + cjf^ sin tpa cos {Tta — 7t ß)) 



d^ 9} 



dsin 



dt 



^ = + L±^cl?^ sini//«sinK - ^?) 

9(i 



*) Ann. de TObserv. de Paris. T. V, p. 76. 

**) S. Newcchb, Discussion and resuUs of observations on transits of mercury from 
1677 to 1881; Astron. Papers Part VI. 
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sin (pß—^= — l — ^ (cj;^ sin (pß — 4'^ sin (pa cos ((?„ — Oß)) 

—Jt "^ + . ' 4^ sing)aSin(Ö« — 6^) 

und es ist dabei , wenn man von den Entwickelungen der GoefiTicienten 
cjjl und cjfl nach den Potenzen von 1— ^j nur die ersten Glieder mitnimmt: 



^_ai _ 3 _:azi__ A^ ^}1, 



Diese Hypothese hat also den Vorzug, eine sehr starke Abnahme der Wirkung 
nach aussen zu ergeben, wie dies nach den Beobachtungen, da Anomalien ausser- 
halb der Mercurbahn nicht mit Sicherheit constatirt werden konnten, nöthig ist. 
Die Annahme eines oder einiger intramercuriellen Planeten, die eine zur Er- 
klärung der Anomalie in der Bewegung des Perihels der Mercurbahn genügende 
Masse hätten, ist jetzt aber unhaltbar, da die sorgfältige Ueberwachung der 
Sonne keine einwurfsfreie Andeutung für die Existenz grösserer Körper inner- 
halb der Erdbahn ausser Mercur und Venus ergeben hat. Wollte man aber, 
wie Lb Verrur gleichfalls vorgeschlagen hat, eine sehr grosse Anzahl intra- 
mercurieller Planeten annehmen, deren Kleinheit ihre Unsichtbarkeit in ge- 
wöhnlichen Umständen erklärbar machen würde, so bliebe es immer noch 
sehr unwahrscheinlich, dass die Lage ihrer Bahnebenen jetzt gerade eine 
solche wäre, dass die Gesammtwirkung aller keine anomalen Bewegungen 
der Bahnebene des Mercur hervorrufe. Bei einer eventuellen Bewegung der 
Bahnebene des Mercur hat man sich praktisch auf die Bewegung des Knotens 
zu beschränken^ da die relativ sicheren Vorübergangsbeobachtungen des Mer- 
cur die Bewegung der Neigung gar nicht, die Meridianbeobachtungen aber, 
wegen Mangel an innerer Uebereinstimmung, nur sehr unsicher zu bestimmen 
gestatten*). Man hätte also zu fordern, dass die Lage der vielen durch 9«, da 
bestimmten Bahnenebenen der intramercuriellen Planeten eine derartige wäre, 
dass der Ausdruck 

-^(sing).^« ct> -^a cL'> sin9)„cos(ö« - (?jj 

genügend klein würde gegen die Summe —- sin opiVacJj], Es ist nun eine 

9t "^ 

nicht unwichtige Bemerkung^ dass für den durch ^o^ ^o bestimmten Sonnen- 

j A j 1 sina?i — sinopo cor (öo— ö,) ; , «r *u ^ u 1 

äquator der Ausdruck — ^ J- ^ etwa den Werth —hat. 

^ sm qox 9 

Dürfte man sich etwa die Bahnen aller der kleinen intramercuriellen Planeten 
nahezu mit dem Sonnenäquator zusammenfallend denken, so würde die 
anomale Bewegung, die sie in der Lage des Knotens der Mercurbahn hervor- 
rufen, als genügend klein angesehen werden können, um mit den Beobach- 



*) T.V, p. 91 sqq. 
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tuDgen vereinbar zu sein. Wenn es nun aber auch als plausibel gelten 
kann , dass die Bahnebenen intramercurieller Planeten zur Zeit der Entwicke- 
lung der Planeten mit dem damaligen Sonnenäquator concidirten, so ist es 
doch mit Rücksicht auf die Veränderungen, die die Bahnen dieser Planeten 
durch die Wirkung der übrigen Planeten des Sonnensystems erleiden würden 
und mit Rücksicht auf die vielleicht gleichfalls denkbaren Veränderungen in 
der Lage des Sonnenäquators, höchst unwahrscheinlich, dass sich auch nur 
eine Spur einer ursprünglich vorhandenen Goincidenz erhalten habe. 

Anders liegt die Frage, wenn man anzunehmen berechtigt ist, dass die 
intramercuriellen Körperchen mit der Sonne selbst ein innig verbundenes 
mechanisches System bilden, das durch die Wirkung der Planeten nur in 
seiner Gesammtheit geändert werden kann. Die sich hier zunächst dar- 
bietende Annahme, dass die intramercuriellen Körperchen durch die allerdings 
äusserst geringe Anschwellung der Sonne am Äquator unter dem Einflüsse 
der Sonnenrotation dargestellt würden, ist völlig unzulässig. Es ist nämlich 
von Herrn Harzer'*') nachgewiesen worden, dass es bei der plausiblen An- 
nahme, dass die Schichten constanter Dichtigkeit und die constanter Tempera- 
tur im Sonneninnern weder sich gegenseitig noch die freie Oberfläche der 
Sonne schneidende, wenig von concentrischen Kugeln abweichende, zum 
Sonnenäquator symmetrisch gelegene Rotationsflächen seien, keine Massen- 
vertheilung im Sonneninnern giebt, die zugleich die nach den Beobachtungen 
äusserst geringe Abweichung der Sonnenoberfläche von einer Kugel, ferner 
die bekannte gesetzmässige Abhängigkeit der Rotationsgeschwindigkeit der 
Sonnenoberfläche von der heliocentrischen Breite und die Anomalie der Be- 
wegung des Perihels der Mercurbahn ergäbe. Dagegen scheint es nach der- 
selben Quelle zulässig zu sein, die intramercuriellen Körperchen mit der Materie 
der Corona zu identificiren. Einerseits würde diese, die eine vorwiegende 
Ausbreitung in der Richtung des Sonnenäquators zeigt, die vermuthlich auch 
unter dem Einflüsse störender Kräfte erhalten bleibt, bei einer mittleren 

Dichtigkeit von etwa — des Wasserstofigases genügen, um die anomale Be- 
wegung des Perihels der Mercurbahn zu erklären und andrerseits würde sie 
bei der Orientirung nach dem Sonnenäquator für die anomale Bewegung des 
Knotens der Mercurbahn nur ein Neuntel von der des Perihels ergeben und ihr 
überdies dieselbe starke Abnahme der Wirkung nach aussen entsprechen, wie 
bei einem intramercuriellen Planeten. Fasst man die Sonne mit der Corona 
als ein zusammengehöriges mechanisches Gebilde auf und nennt man c den 

-^-fachen Betrag des Unterschiedes der Hauptträgheitsmomente dieses Gebildes 

in Bezug auf die Rotationsaxe der Sonne und in Bezug auf irgend eine der 
gleichwerthigen Richtungen im Äquator, so bestehen für den Einfluss dieses 
Gebildes auf die Bahn des durch den unteren Index ß gekennzeichneten Pla- 
neten, mit Beschränkung auf die Glieder niedrigsten Grades, die Formeln: 



*) P. Harzer, Ueber die RotatioDsbewegung der Sonne, Astr. Nacbr. Bd. 127, Nr. 3026 
bis 3027. — Derselbe, Ueber die Bewegung des Mercurperibels, ib. Nr. 3030, 1891. 
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+ 


0''CXX524 


dsmxpt 
dt 


= 




o.ooooo 


. dd, 
'""9' dt 


= 


+ 


0.00236 


dsinqpa 


= 


+ 


0.00007, 



Mit dem Werthe von c, der dem von uns vorerst angenommenen Betrage 
4- 073426 der anomalen Bewegung des Perihels der Mercurbahn entspricht, 
erhält man mit Rücksicht auf in den obigen Formeln unterdrückte Glieder 
höheren Grades in den Parametern 

. , dTt^ „ 

^\n\l)^ — = + 0.07047 

(/sini/;i 

— 3--^ = 0.00000 
at 

dO, 
smqp, _ = _ 0.00378 

dsinoPx o 

— -j-f- = — 0.01982 
at 

Für die weiter abliegenden Planeten sind die Bewegungen bedeutungslos. 
Es wäre also zu erwarten, dass, wenn diese Hypothese der Wahrheit ent- 
spräche, ausser einer anomalen Bewegung des Perihels der Mercurbahn, auch 
eine anomale Veränderung der Bahnebene merkbar würde. Die Schwierig- 
keiten aber, die Lage der Bahnebene des Mercur zu bestimmen, sind bekannt; 
die zur Bestimmung allein geeigneten Meridianbeobachtungen lassen weite 
Grenzen für q)^ und Oj und der Verfasser hat sich überzeugt, dass die Sub- 
stitution der berechneten Werthe für die Veränderung dieser Grössen in Le 
Verribrs Bedingungsgleichungen für äq>t und dOi *) die mittleren Fehler der 
Gleichungen sogar um eine Kleinigkeit verringert. Es scheint völlig un- 
möglich zu sein, dass die Beobachtungen gegen die Existenz der berechneten 
Veränderungen in g>t und Oj sprechen könnten. Es würde also zunächst 
eine Veränderung der Lage der Venusbahn in Betracht kommen. Der Ver- 
fasser war geneigt anzunehmen, dass die berechnete Veränderung unter der 
Unsicherheit der Mercurmasse verschwinden könnte, bis die kurze Anzeige 
Herrn Nbwgombs ''"'') erschien, nach der auch eine anomale Bewegung des 
Knotens der Venusbahn vorhanden wäre und Verdacht bestünde, dass auch 
die Bewegungen der Excentricität und des Knotens der Mercurbahn von den 
mit wahrscheinlichen Werthen der Massen erlangten Resultaten abwichen. 
Auf eine Anfrage des Verfassers hatte Herr Newcomb die Güte mitzutheilen, 
dass die anomale Bewegung des Knotens der Venusbahn etwa +o''o7 — 
was mit dem Sinus der Neigung multiplicirt -|-o'.'oo4i4 ergiebt — betrüge, 



*) T. V. p. 89 sqq. 

**) S. Newcomb, Note on accouDUng for the secular variatioos of the orbits of Venus 
and Mercury, Astr. Journal No. 327, 1894. 
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dass aber eine Verminderung der Sonnenparallaxe auf S'/yS die beobachteten 
Abweichungen in die Grenzen der Beobachtungsfehler brächte. Der Sinn 

der angegebenen Zahl stimmt mit dem obigen Werthe von sin 9)3-7^ über- 

ein und auch die absoluten Werthe lassen namentlich mit Rücksicht auf die 
Unsicherheit der Mercurmasse ein Zusammenbringen als nicht unwahrscheinlich 
erscheinen. Ob die von Herrn Newcomb angedeutet gefundene Bewegung 
in öj mit unseren Werthen vereinbar ist, ist dem Verfasser unbekannt, eine 
Bewegung aber von i/;,, wenn sie wirklich constatirbar sein sollte, würde 
die Hypothese nicht zu erklären vermögen. Eine definitive Entscheidung 
über die Hypothese wird aufzuschieben sein, bis Herrn Newgombs Resultate 
vorliegen; es ist aber wohl ziemlich wahrscheinlich, dass die Beobachtungen 
zu Gunsten der Hypothese, gewiss aber sehr unwahrscheinlich, dass sie mit 
Bestimmtheit dagegen sprächen. 

Die von Herrn Newcohb zur Erklärung der Anomalien aufgestellte 
Hypothese, dass ein Planetoidenring etwas ausserhalb der Hercurbahn exi- 
stire, wird von ihm selbst als äusserst unwahrscheinlich bezeichnet. 

Die Annahmen, die man zur Erklärung der in Frage stehenden Anomalie 
etwa machen könnte, ohne das NfiWTON'sche Gravitationsgesetz zu ändern, 
scheinen hiermit erschöpft zu sein. Von den Annahmen, bei denen dieses 
Gesetz durch ein anderes ersetzt wird, ist in erster Linie die zu erwähnen, 
dass das electrodynamische Gesetz von Weber auch für Massenanziehung 
gültig sei; danach ziehen sich zwei Masseneinheiten in der Entfernung r 
an mit der Kraft 

und die Gonstante h ist nach theoretischen, durch die Beobachtungen be- 
stätigten, Speculationen Maxwells mit der Lichtgeschwindigkeit t) verbunden 
durch die Gleichung 

A = VTt). 

Die Folgen des WEBER'schen Gesetzes für die Planetenbewegung haben 
bereits die Herren Scheibner und Tisserand*) untersucht. Die das Problem 
der Planetenbewegung bei diesem Attractionsgeselze lösenden Formeln sind 
leicht hinzuschreiben: Nennt man für den durch den unteren Index ß ge- 
kennzeichneten Planeten die auf die Bahnebene und eine feste Richtung 
in ihr bezogenen Polarcordinaten rp und Z^, seine Masse wieder niß, so gelten 



*) Cfr. Zöllner, Ueber die Natur der Cometen, p. 334. — F. Tisserand, Sur le mouve- 
ment des plan^les autour du soleil d'aprös la loi dlectrodynamique de Weber, Comples 
rendus T. LXXV, 1872. — Derselbe, Sur les mouvements des planstes en supposant Tat- 
traction repräsentäe par Tune des lois ölectrodynainiques de Gauss ou de Web]sr. ib. T. GX, 
1890. In dieser Abhandlung ist, wohl irrthümltch, für die Gonstante h die Lichtgeschwin- 
digkeit gesetzt worden. . . 
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für diese Bewegungen unter dem Einflüsse der Anziehung der Sonne nach 
dem WiBB&'schen Gesetze die Gleichungen: 



ärf-^ 






Dieses System ist leicht auf blosse Quadraturen reducirbar, deren weitere 
£utwickelung auf elliptische Functionen fahrt. Setzt man nämlich, indem 
a^ und yjß zwei Inlegrationsconstanten bedeuten, 



. Vi + zoffii-i-sinilJfiCosVR) , ,y — ; z — ; — : r 



(i + sin 1/;^ cos v^) 
so gelten die Formeln 



^ ^ g^cos'e//^ ^ ^ <cVi + wy 

** I + sin 1/;^ cos v^ ^ j/;^ 

Es folgt hieraus, dass sich der Planet um die im Brennpunkte stehende 
Sonne in einer Ellipse von unveränderlicher Form bewegt, deren Apsiden- 
linie sich in der Bahnebene mit der Geschwindigkeit 

dt dt dl ^ i +rß 

um die Sonne dreht. Die Bewegung der Epoche der Länge ist bestimmt 
durch 

dt dt ^ ^ I + r^ 

Da die Bewegung in Bezug auf die wahre Anomalie Vß periodisch ist 
mit dem Periodicitätsmodul 2 7r, so sind die säcularen Bewegungen von 7tß 

und €ß gleich den Mittelwerthen von -7-^ und -y^ im Intervalle von Vß = o 

bis Vß^= 2 7Vy multiplicirt mit t. Die säcularen Bewegungen sind hiernach 
bestimmt durch 

JofdVf f(T^ — af)dVf, 

o o 

Lässt man aber die zweiten und höheren Potenzen der stets sehr kleinen 
Grösse Qß weg, so wird 
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dTtfi k^V(i + m^)3 ^. des . , , fc3 ]/( i + ntitY sin» tpff 



drtA 

h^cos'ipßVai «^ A«cos»t/;^Va| 



Mit der Lichtgeschwindigkeit t) =^ 299877.6 km, dem Erdttquatorhalb- 
messer 6377.97* km und der Sonnenparallaxe 8'/88o ergiebt sich logA = 
4.955868 und damit wird die anomale Bewegung des Mercurperihels Air 
1850 gleich + o''o702i2; das ist jedoch nur etwa der fünfte Theii der zu 
erklärenden Differenz. Eine Verkleinerung der Gonstante A, die dem vollen 
Betrage der Differenz entspräche, muss als völlig unzulässig betrachtet werden. 

Was andere aus der Electrodynamik auf die Massenattraction übertragene 
Gesetze betrifft, so fällt das GAuss'sche, dessen Wirkung Herr Tissbrand in 
seiner zweiten Notiz mit untersucht hat, wegen des Widerspruches, in dem 
es zum Principe der Erhaltung der Kraft steht, ausser Betracht. Es würde, 
sowie das von Riehann, für die Perihelbewegung nahezu den doppelten Be- 
trag dessen des WEBBR'schen Gesetzes ergeben und dem MAiwELL^schen Ge- 
setze entspricht eine Perihelbewegung, die im Verhältnisse rund von 4 zu 
3 grösser ist, als bei dem WEBBR'schen Gesetze**). 

Da alle diese Gesetze demnach doch nur einen nicht beträchtlichen 
Bruchtheil der anomalen Bewegung des Perihels der Mercurbahn zu erklären 
vermöchten , und über ihre Gültigkeit auch nur auf dem Gebiete der Electro- 
dynamik, für das sie geschaffen worden sind, durchaus keine Einigung er- 
zielt worden ist, so ist man vom astronomischen Standpunkte aus, obwohl 
keines dieser Gesetze im Sonnensysteme mit Beobachtungen unvereinbare 
Gonsequenzen ergeben würde, berechtigt, ihre Gültigkeit für die Massen- 
attraction abzulehnen. 

Was andere Aenderungen des NEWTON^schen Gravitationsgesetzes angeht, 
so scheint keine einigermassen plausibel zu sein. Durch Uinzufügung z. B. 
einer Function der Entfernung r zweier Hasseneinheiten zu dem nach dem 
NEWTON^schen Gravitationsgesetze für ihre Anziehung geltenden Ausdrucke 

— kann man, wenn nur die hinzugefügte Function mindestens eine willkür- 
liche Gonstante enthält, eine vorgeschriebene Apsidenbewegung darstellen, 
und die hinzugefügte Function bleibt dabei immer noch innerhalb weiter 



*) Herr Tisserand giebt in der zweiten Abhandlung die Formel 



deren zweites Glied wir nach unseren Rechnungen nicht bestätigen können. 

**) Maurice L£vy, Sur rapplication des lois ölectrodynamiques au mouvement des 
planstes. Comptes rendus T. CX, 1890. •— Derselbe, Sur les diverses thöories de T^lectri- 
cilö, ib. Im letzten Artikel zeigt Herr Levt, dass sich in einer alle aufgestellten electro- 
dynamischen Gesetze als Specialfölle einschliessenden Formel eine Gonstante derart be- 
stimmen lässt, dass sich der beobachtete Betrag der anomalen Bewegung des Perihels der 
Mercurbahn ergiebt; nichts aber spricht für die Wahrscheinlichkeit dieses speciellen 
Werthes der Gonstanten. 
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Grenzen völlig willkürlich. Eine ganz bestimmte Function könnte deshalb 
nur dann als acceptabel erscheinen, wenn irgend ein Grund, sei es nun 
ein auf physikalischen Beobachtungen beruhender, sei es ein a priori plau- 
sibler, für die Function spräche; das ist aber wohl bei keiner Function 
evident der Fall. Eine erst ganz kürzlich vorgeschlagene Veränderung des 
NBWTON'schen Gravitationsgesetzes '^j nämlich, dass sich zwei Masseneinheiten 

in der Entfernung r mit der Kraft -^^ anzögen, wobei die ausserordent- 
lich kleine Grösse J so bestimmt werden soll, dass die anomale Bewegung 
des Perihels der Mercurbahn entstünde, scheint dem Verfasser ganz be- 
sonders unplausibel, da man sich wohl durch die Annahme einer solchen 
Aenderung für alle Zukunft die Möglichkeit abschneidet, eine physikalische 
Erklärung der Femewirkung zu finden, die wohl nur mit Zugrundelegung 
unserer Vorstellungen vom Räume erlangt werden kann; von diesem Stand- 
punkte aus muthet den Verfasser die genannte Aenderung so an, als ob von 
ihm die Vorstellung eines Raumes von 3 + ^^ Dimensionen verlangt würde. 

Wir haben uns für die Annahme der Hypothese eines genügenden 
Unterschiedes der Hauptträgheitsmoraente des aus der Sonne und der Corona 
gebildeten Complexes entschieden. 

Es sei da die Declination des durch den unteren Index a gekennzeich- 
zeichneten Planeten über dem Sonnenäquator, Ua sein Argument der Breite 
in Bezug auf den Sonnenäquator, so gelten für das Increment SzRo der 

Störungsfunction, das durch den Unterschied —c der Hauptträgheitsmomente 
veranlasst wird, die Formel 

j»D XT zk^cmJi + mJ /i . , * \ 

zdRo =^« \3 ^ (y — sin«da| . 

Setzt man nun 

ha cos&a = + sin q>o sin{da — öo) sin (tt« — ö«) 

+ (cos q>o sin q>a — sin qPo cos q>a cos (ö« — 60)) cos {/Ta — ö«) 
ha sin ka = — sin qPo sin [da — ö©) cos (tt« — 0a) 

+ (cosqPoSin^s — sin q)o cos q)a cos [Oa — da))sin{7ta — 0a) 

so wird, indem Va die wahre Anomalie des a-ten Planeten bedeutet, 

sin Sa = ha sin (v« + ka) . 

Den von ^, soweit es explicite vorkommt, freien Theil von 2dRo erhält 
man, wenn Ma die mittlere Anomalie bedeutet, durch Bildung der Mittel- 
werlhe der einzelnen Theile von zdRo zwischen den Grenzen o und 27t. 
Beachtet man aber, dass 

ag COS^ Ipa dMa COS^Xpa 

" I + SinXpaCOSVa äVa (l + Siu l//« COS v«)' 

*) A. Hall, A Suggestion in the theory of Mercury. Astron. Journal No. 319, 1894. 
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ist, so ist der von t freie Theil 



7 / \ 

o 

~^" a3cos3i//„ \3 2/ ■ 

Mit Berücksichtigung von Gliedern dritten Grades in den kleinen Para- 
metern v^ird nun 



und wenn man 



cos l/;„ = I — -'- Waa 



sin (poe-^^o = Xo sin (poef^o = y© 



und in Uebereinstimmung mit der früheren Bezeichnung 

ff o = I Woo = ;- Won+a = —- 

gl 9o9a 

setzt: 

Ä^ = sin^^a + sin'^o cos'g?« — 2sinqpo cosf/)o sinr/j« cos^a cos(öa — ö©) 

— sin»9osin«yacos"(öa — öo) 

/ ' . I 5 1 ' \ 

Hiermit wird^ 

-- — Woo + (l — Y ft'oo) CUaa — (l — Woo) Wn+on+o 
+ (l — yWoojwon+a 



^^^^0=^" -^ 






Die Grössen 

sinqPoß"'^«» = öCo sinqPoC'^o = ^o 

muss man wohl selbst für sehr lange Zeiträume als constant betrachten^ denn 
selbst wenn sie es nicht wären, wüssten wir jedenfalls nichts über die Art 
der Veränderungen. Wären aber die Veränderungen bekannt, so würde 
die Veränderlichkeit von Xo und yo keine Schwierigkeit herbeiführen, wenn 
man die in den Formeln für x^ und yo auftretenden Functionen der Zeit, 
die nur Potenzen oder Exponentialfunctionen sein ktfnnen, nach den im 
dritten Paragraphen des ersten Theiles entwickelten Formeln 



Digitized by 



Google 



Die sXgularsn Ybrandbrungbn dbr Bahnen der grossen Planeten. 77 

' — 00 ^ o ' 






+ 00 



TT . ^ TT 



in Potenzreihen naeh e*^ verwandelt. 



6. 

Mathematische Anflösimg der durch die orthogonale Snbstitation 
eingeffthrten Gleichungen. 

wir haben oben die Werihe /„/?, ««!?, cf^^ angegeben für den Fall, dass 
^a<iO'ft ist. Wir wollen weiter festsetzen, dass für 

laß = Ißa aaß = a^« C^^ = C^g? 

sein soll, sodass in allen Fällen die Grössen Ga^, a^a echte Brüche bedeuten 
und die Grössen laß, Ißa stets aus dem Producte der Constanten ^ mit den 
beiden betreffenden Massen und dem reciproken Werthe der grösseren der 
beiden Halbaxen bestehen. 

Für die im dritten Paragraphen mit Hux bezeichnete Constante er- 
halten wir dann aus der mitgelheilten Entwickelung von 2 Roß die Werthe: 

a«a --- - dn+an+a = \^'^ C^aß = ^^^ <^aß 

und für alle Werthe von a und ß^ auch für gleiche. 

In dieser Schreibweise ist kein formeller Unterschied, ob der gerade 
betrachtete Planet ein äusserer oder innerer ist, implicite ist der Unterschied 
nur in den Werthen der laß und Goß enthalten. 

Durch das Verschwinden eines Theiles der Oxa zerfällt das System zur 
Bestimmung der Cjtx nach dem zweiten Paragraphen in zwei von einander 
unabhängige Systeme« Diese sind: 
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und 



- I +^/*C^a = O - I +2!^C\ 



n+ßn+a 



= O. 



Die Sa sind sämmtlich negativ, die Sn+aj bis auf einen verschwindenden 
Werth, sSimmtlich positiv. 

Man könnte nun wohl denken, dass die numerische Auflösung dieser 
Systeme dadurch am einfachsten auszufahren wäre, dass man unter Zugrunde- 
legung früherer Resultate Differentialformeln zur Verbesserung verwendete "*"]. 
Der Verfasser verzichtete auf die Anwendung dieser Methode, da sie Vortheile 
gegenttber einer directen Auflösung nur dann gewährt, wenn die Corectionen 
so klein ausfallen, dass bei Berücksichtigung allein der ersten Potenzen der 
Variationen eine höchstens zweimal ausgeführte Näherungsrechnung genügt. 
Bei Zugrundelegung der SiocKWELL'schen Werthe**), die dabei wohl allein 
in Frage kämen, reicht man mit einer zweimaligen Rechnung schwerlich 
aus, da die Goefficienten der Gleichungen wegen der Abweichungen in dem 
von Herrn Stogkwbll und dem Verfasser angenommenen Werthen der Halb- 
axen zum Theil sehr beträchtliche Differenzen aufweisen. 

Was nun die eine direcle Auflösung liefernden Methoden betrifft, so ist 
die von Jagobi***) angegebene, von Herrn Seidel numerisch angewandte Me- 
thode sicher mathematisch die eleganteste und praktisch, was Kürze der 
Rechnung und Sicherheit der Resultate anlangt, die beste. Wir werden sie 
auch hier anwenden. Diese Methode besteht darin, dass zur Beseitigung eines 
Goefllcienten a^y in dem symmetrischen Systeme der Gleichungen 



*) Bezeichnet man vorläufige Werthe durch den oberen Index Null, so gelten zur 
Bestimmung der Variationen, indem man Glieder zweiter Ordnung neben denen erster 
Ordnung weglässt, die Formeln: 



'^r«-t2'cV?«=^ 


«^v 






tf,„ = 


-H^''?' 


'V 


*V + 


O^^'a- 


V 




*:'v-t5'''" 


l»/"^>^ 


-V 





"^^na" 



Da die Determinante des letzten Systems verschwindet, erhält man die Goefncienten 
Pßa und gßa der Relationen 

^^ßa^Pßa + ^pa^C^a 

und hiernach die dcßa selbst, nachdem 

^PPßa^ßa 
^P9ßaO}a 

ermittelt worden ist. 

**) J. N. Stockwell, Memolr on the secular variations of the elements of the orbits 
of the eight principal planets; Smithsonian Contributions to Knowledge, Vol. XVIII, iS73- 
***) C. G. J. Jacobi, lieber ein leichtes Verfahren, die in der Theorie der Säcular- 
störungen vorkommenden Gleichungen numerisch aufzuldsen. Journal für reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. XXIX, 1845. 
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Vy 



+2fi(^ßrCß = o 



statt der beiden Unbekannten Cß und Cy die neuen c^ und c^ eingeführt 
werden, vermittelst der Gleichungen 

Cß = CßCosaßy -— cjsina^y 

— ^y = CpSmOßY + Cycosa^jy. 

Wird dann der Winkel a^y bestimmt durch die Gleichung 

— tg 2 Oßy = ^ ^^ , cos Oßy positiv, 

so entsteht ein neues symmetrisches System von Gleichungen, in denen die 
neuen Unbekannten c^ und Cy an Stelle der alten Cß und Cy stehen und in 
denen an Stelle derjenigen alten CoefRcienten, die im unteren Index min- 
destens einen der Werthe /?, y aufweisen, die folgenden Werthe auftreten: 

üßß = Qßß cos» Oßy -f- 2 aßy cos Oßy sin Oßy + Hyy sin« üßy 

Ky ~ ^ßß ^'°^ ^^Y -^ 2 üßy cos üßy sin Oßy + Üyy COS» Oßy 

a}y = o 

Kß = +Cla|9Cos aßy+ aaySinaßy ja :^ ß 

aly = — aaßsinoßy+aaycosoßy \« + y- 

Die Summe der Quadrate der ausserhalb der Diagonale liegenden 
Goefificienten ist hierdurch um das Quadrat des yernicbteten Coefficienten 
vermindert und durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird das System all- 
mälig auf eine Form hingedrängt, bei der die in der Diagonale stehenden 
Glieder die immer mehr und mehr wesentlichen werden. l|n Allgemeinen 
tritt an die Stelle eines in einer früheren Transformation vernichteten GoefiTi- 
cienten durch eine spätere Transformation wieder 'ein von Null verschiedener 
Werth, so dass es vorkommen kann, dass, wenn man alle über einer bestimm- 
ten Grösse liegenden Coefficienten ausserhalb der Diagonale wegschaffen will, 
ein an einer bestimmten Stelle stehender Coefficient wiederholt zu beseitigen 
ist; andrerseits entstehen auch durch die Transformationen an gewissen Stellen 
grössere Coefficienten als ursprünglich dort standen. Das Zusammenwirken 
dieser beiden Ursachen hat die Folge, dass die Zahl der Transformationen zur 
Beseitigung aller oberhalb einer bestimmten Grenze be6ndlichen Coefficienten 
weit grösser ist, als die Zahl dieser Coefficienten im ursprünglichen Systeme. 

In dem schliesslichen Systeme, das wir der Einfachheit wegen ohne 
obere Indices zu schreiben, in der ursprünglichen Form 

SaCya +2^ (^ßyOßa = O 

darstellen, lassen sich dann, da alle üßß — Oyy gegen alle aßyiß^^y) beträcht- 
liche Werthe haben, die Wurzeln 5« und die Verhältnisse -^ leicht durch 

Ca« 

Näherungen bestimmen, die fortschreiten wie die Potenzen der Verhaltnisse 
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der ausserhalb der Diagonale stehenden Coeflicienten zu den Differenzen je 
zweier in der Diagonale befindlichen Werthe. Geht man von dem Näherungs- 
werthe — aaa für die Wurzel Sa aus und setzt man 

Sa = ^°5a + ^^Sa + ^^Sa + ^^Sa + • • • 
Caa Caa (^aa ^aa 

so erfolgt die Auflösung des Systems nach dem einfachen Schema: 

J°Sa + J^Sa = — Üaa 



^x^ = 



CLa.i 



Caa Co« — Clßß 

Caa (^aa Öj-J^f*^ Caa 

^^ \ Caa Caa/ 

Caa aaa—afß — ^'Sa — j3Sa\^ ''»^ C„a ^ "^ '\ C„„ r„J f 

J^'-^ = 't, ^T-^V^^ - 

Caa aaa—dfiil — J'Sa — 'iJ^Sa-^^ " Caa 

J^Sa + J^Sa = - Ma«, p3 J^ + J^"^] 
^^ \ Caa Caaß 

u. s. w. 

Ein Strich hinter dem Summenzeichen bedeutet hier, dass die Combination 
y = ccj zwei Striche, dass die Combi nationen y = a und y = ß bei Seite zu 

lassen sind. Sind die Verhältnisse -^ ermittelt, so ergiebt sich, da offenbar 

Caa 

auch 

sein muss, der Werth von Caa nach 

1 

Caa 



und hiernach auch die Werthe Cßa* 
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I. 

Numerische Werthe der Coefficienten in der Entwickelung 
der StörmigsfaiLctioii. 

Wir haben uns zuerst die numerischen Daten für die praktische An- 
wendung der vorstehenden Entwickelungen zu verschaffen. Für die Planeten- 
massen kminte man wohl zweckmässig die von Herrn Harknbss*) abgeleiteten 
Werthe adoptiren. Der Verfasser hat dies aber nur bei den Werthen für 
die äusseren Planeten gethan, weil Herr Harkness bei der Bestimmung der 
Mercurmasse gar nicht auf die aus den Untersuchungen über den Enckischen 
Gometen erzielten Resultate Rücksicht genommen hat, weil sodann der von 
Herrn Aüwbrs**) publicirte Werth der Sonnenparallaxe die Erdmasse an- 
scheinend sicherer zu bestimmen gestattet, als bei dem Verfahren des Herrn 
Harkxess der Fall ist und weil schliesslich der Werth der Venusmasse be- 
trächlich zu ändern ist, entsprechend den Aenderungen in den W^erthen der 
Mercur- und Erdmasse. 

Als der Verfasser sich über den für die Mercurmasse anzunehmenden 
Werth entschliessen musste, lag das erst ganz ktürzlich durch vorläufige An- 
zeige***) bekannt gewordene wichtige Resultat, das Herr Bagkluxd aus seiner 
neuen Bearbeitung des Enckischen Gometen abgeleitet hat, noch nicht vor. 
Er konnte bei der grossen Unsicherheit und den grossen Abweichungen der 
einzelnen durch verschiedene Methoden erlangten Werthe kein besseres Ver- 
fahren finden, als die von Herrn Harknbss angegebenen Einzelwerthef), 
ohne Gewichte zu geben, zu vereinigen. Es wurde nur der hypothetische 
Werth La Granges, das Mitlei aus Enckes Werthen (a) und (c], die einzeln 



*) W. Harkness, The solar parallax and its related constants, Washington Observations 
for 1885, App. III, 1891. 

^) A. AowERs, Die Sonnenparallaxe nach den Heliometer-Beobachtungen der deutschen 
Venuseipeditionen 1874 und 1882. Astr. Nachr. Bd. 128, Nr. 3066, 1891. 

***) 0. Bagklund, Sur la masse de la plannte Mercure et sur Taccöl^ration du mouve- 
ment moyen de la comöte Encke. Bulletin Astronomique T. XI, p. 473 sqq., 1894. — 
O. Gallandreau, La masse de Mercure et 1 acc^läration du moyen mouvement de la 
comöte d'Encke. Comptes Rendus T. CXIX, 1894. 
t) 1. c. p. 33. 

6* 
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berücksichtigt wurden und von den beiden TissERANn'schen Werthen der 

unwahrscheinlichere ausgeschlossen. Das abgerundete Mittel m, = ^q^qq^ 

trug der Verfasser um so weniger Bedenken anzunehmen, als Herr Bagklund 

ihm damals mittheilte, dass auch er den naheliegenden Werth für 

den wahrscheinlichsten hielt. Die inzwischen abgeschlossenen Bechnungen 
haben nun aber Herrn Bagklund das Resultat ergeben, dass der Werth 

— - — ein sehr genäherter Werth der Mercurmasse sein müsse und es er- 
9700000 ^ 

scheint deshalb der von Herrn Harkness nur aus säcularen Veränderungen 
der grossen Planeten geschlossene Werth von rund ^- nach dem Be- 
kanntwerden von Herrn Bagklunds Resultat nicht mehr mit dem aus der 
Theorie des Enckischen Cometen zu schliessenden Werthe unvereinbar, wie 

dies vorher der Fall war. Unsere Rechnunsen sind aber mit w, = 

^ ^ 4700000 

durchgeführt und man mtisste sich also, wenn die Mercurmasse wirklich so 
klein anzunehmen wäre, wie es Herrn Bagklunds Resultat verlangte, zu 
einem nachträglichen Zusätze zu der Störungsfunction entschliessen. Wir 
haben diese Frage vorerst nicht weiter in Erwägung gezogen. 

Die Erdmasse bestimmen wir mit Hülfe des Werthes 7t = 8'/88o aus 
der von Herrn Harkness gegebenen Relation*) 

Erdmasse = (1.6450204) tt^ 

und multipliciren diesen Werth, um die Summe der Erdmasse und der 
Mondmasse zu erhalten, die wir im Schwerpunkte des Systems Erde-Mond 

82 
vereinigt denken, mit -5-, es ergiebt sich dann 

Ol 



m. 



319500 

Ferner stellt Herr Harkness**) 19 Gleichungen für die Verbesserungen 
der von Lb Verrier adoptirten W^erthe der Massen der inneren Planelen und 
•der Erde auf, die sich aus der Vergleichung verschiedener beobachteter 
säcularer Veränderungen mit den von Le Verrier theoretisch berechneten 
Werthen ergeben. Löst man diese Gleichungen mit Benutzung der aus den 
soeben angegebenen Werthen von m, und m^ folgenden Verbesserungen der 
Le VERRiER'schen Werthe nach der einzigen Unbekannten, der Verbesserung 
des Le VsRRiER'schen Werthes der Venusmasse, auf, so erhält man 



m- = 



401100 

Für die äusseren Planeten sind die von Herrn Harkness abgeleiteten 
Werthe***), die auch wir annehmen, 

*) I. c. p. 58. 

**) 1. c. p. 47. 

***) I. c. p. 140. 
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Wö = • 



3093500 1047.55 3501.6 

Für die Werthe der o« gehen wir auf Lb Yerriees Angaben zurück, 
Lb Verribr leitete die Werthe der halben grossen Axen, die der Berechnung 
der Coefficienten in seinen Tafeln der grossen Planeten zu Grunde gelegt 
sind, nach der Relation 

alnl = k-{i +ma) 

aby substituirte aber für n«, die mittlere Bewegung, die er erst als Resultat 
seiner Rechnungen erhalten konnte, die siderische Bewegung, die um die 
Bewegung der Epoche der mittleren Länge davon verschieden ist. Wir be- 
rechnen nun, und zwar mit den von uns adoptirten Werthen der Massen 

de 
Dach Le Yerriees Angaben die Werthe der -7-^, um die wirklichen mittleren 

Bewegungen zu erhalten und verwenden diese Werthe zur Bestimmung der 
Oa. Bei diesen Rechnungen ist darauf Rücksicht zu nehmen, dass Le Verriee 
bei der Theorie der Bewegung des Mercur und der Venus von dem ver- 
besserten Werthe der Marsmasse, im übrigen aber an den von uns 

2994790 • ' ö 

benutzten Stellen von den (II, 59)*) angegebenen Werthen der Massen Ge- 
brauch gemacht hat. Es ergiebt sich so bei Annahme des Julianischen Jahres 
als Einheit der Zeit: 

X (V, 6) 2 ^ = - 3''334 a (VI, 6) i 

3 — 1.222 3 

4 — 0.037 4 

5 — 2.208 5 

6 — 0.107 6 



3 (IV, II) 



— 6.908 








2 ^^ +11.424 

4 — 0.234 

5 — 9-194 

6 — 0.432 

7 — 0.008 


4 (VI, 


189) 


2 
3 
5 
6 

7 
8 



de, 
dt ~ 


= + 


i:'i92 


— 


5-524 




— 


O.IOI 




— 


5.537 




— 


0.263 




— 


10.235 


de, 
dt ~ 


= + 


4:'.9o 

6.794 

18.456 

0.839 




— 


0.015 




— 


0.005 



+ 2.183 - 8-331 

— 7-'503 6 (XI, 277) 5 ^' = +iio:'448 

— 0.105 7 "' — 0.331 
8 — 0.031 8 — 0.085 

— 7.639 +110.032 

123 5 ^ = +3i''2i6 8 (XIII, 205 5 ^'=+ i5''363 

140 6 + 10.963 211 6 + 4.997 

168) 8 — 0.386 220) 7 + 1.044 



5 (XI, HO) 6 ^ = - 7:'503 6 (XI, 277) 5 ^' = +iio'/448 

7 "' — 0.105 7 — 0.331 



+ 41.792 + 21.404 



*) Die in Klammern hinzugefügten Nachweise beziehen sich auf Band und Seite in 
den Ann. de TObserv. de Paris. 
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Aus den von Le Verrier zur Gonstruction der Tafeln benutzten Werthen 
der siderischen Bewegungen , die zum Theil von den in (11) mitgetheilten 
provisorischen ein wenig abweichen, ergiebt sich hiernach, wiederum bei 
Anwendung des Julianiseben Jahres als Einheit, 



«1 =538i023''i94 

Ha =^2106651.635 
^3= 1295975.257 



«4 = 


689059.143 


«5 = 


109264,273*) 


«6 = 


43886.027*) 


"7 = 


15383.076 


«8 = 


7844-253 



D^n Rechnungen legen wir also die folgenden Werthe zu Grunde: 



logWa+IO log aa+ 10 logjfa+IO 



3.3279021 
4.3967473 
44955291 
3.5095499 
6.9798253 
6.4557335 

5.6458916 

5.7263044 



9.5878213 
9.8593343 

10.0000005 
10.1828935 
I0.7I62I69 
10.9802212 

11.2837088 
11.4787045 



6.9599922 
7-5622933 
7.6468508 
7.I99584I 

9.0681562 

8.8720388 
8.5429636 
8.6319199 



9.7284870 
9.5878208 

14 9.4049278 

15 8.8716044 
8.6076001 
8.3041 125 
8.I09II68 



12 

13 



16 

17 
18 



23 
24 
25 
26 

27 
28 



log a 

9.8593338 
9.6764408 
9.1431174 
8.8791131 
8.5756255 
8.3806298 



«■■* 



+ 10 



34 
35 
36 
37 
38 



9.81 71070 
9.2837836 

9-0197793 
8.7162917 
8.5212960 



78 9.8050043 



67 9.6965124 

68 9.5015167 



45 9.4666766 

46 9.2026723 

47 8.8991847 

48 8.7041890 

56 9-7359957 

57 9-4325081 

58 9.2375124 



*) Statt der Werthe von 115 und ne sind im Folgenden irrthümlich die auf den un- 
corrigirten Zahlen des Bandes IE beruhenden Werthe 115 s= Z09264.359 n6= 43886.095 be- 
nutzt worden; für die obigen genauen Werthe ist log 05 um 3 Einheiten, log a6 um 5 Ein- 
heiten der letzten Stelle grösser, als in der Zusammenstellung angegeben isW Diese kleinen, 
erst bei weit fortgeschrittener Rechnung bemerkten, Abweichungen zu corrigiren, schien 
völlig überflüssig, da einerseits die siebente Stelle in den numerischen Rechnungen nur 
mitgenommen ist, um die sechste, soweit, wie dies möglich ist, zuverlässig zu erhalten 
und da andererseits die Sicherheit in den Werthen der Massen nirgends auch nur die 
sechste Stelle erreicht. 
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8T 



12 
13 

14 

16 

17 
18 



9.4616583 

94197739 

8.2509017 

II. 1878537 

10.3997576 

9.2864281 

9.I718452 



log lafi 

23 IO.488619I 

24 9-3197469 

25 12.2566989 

26 11.4686028 

27 10.3552733 

28 10.2406904 

78 11.4898347 



+ 20 

34 9.4185287 

35 12.3554807 

36 11.5673846 

37 10.4540551 

38 10.3394722 

67 12.4142595 

68 12.2996766 



45 11.3695015 

46 10.5814054 

47 9.4680759 

48 9-3534930 

56 14.0516808 

57 12.9383513 

58 12.8237684 



Die Werihe c«^ wurden hiermit nach dem in Paragraph 4 des ersten 
Theiles auseinandergesetzten Verfahren berechnet; für log Uaß ^ 9.40 nach 
dem ersten, für log üa^ <[ 9.40 nach dem zweiten. Bei Anwendung der 
ersten Methode wurde überall, mit Ausnahme von 56, für p der Werth 9, für 
56 aber der Werth 18 gewählt, nicht sowohl, weil die Genauigkeit dies erfordert 
hatte, als vielmehr, um die Ueberzeugung zu gewinnen, dass der Werth p = g 
ausreiche. Die Werthe für p = g weichen in der That von denen fürp= 18 
höchstens um 3 Einheiten der siebenten zählenden Stelle ab. Die Werthe 
für 14 wurden nach beiden Methoden berechnet; in die folgende Zusammen- 
stellung sind nur die schärferen, nach der ersten Methode bestimmten, auf- 
genommen worden. In der Zusammenstellung sind die Sj^ die nach mecha- 
nischer Quadratur oder nach der Reihenentwickelung berechneten, S^ die 
aus den Werthen der Goefficienten ermittelten Wei*the der Gontrolsumme; 
bei den letzteren Werthen sind vor der ersten zählenden Stelle so viele mit 
einem horizontalen Striche versehene Nullen angesetzt worden, als Stellen 
weggefallen sind. Die Resultate der mit siebenstelligen Logarithmen durch- 
geführten Rechnung geben wir unverkürzt, also in der Regel mit mehr 
Stellen, als verbürgt werden können. 



I0"Ca.^ 



10'' 



c(«) = 

C<3) = 
C(4) = 

c(«) = 

C(7) = 
C(8) = 
C(9) = 

c(")= 
c(")= 

C('4) = 
C<'5) = 



12 

= +0.11757543 
= +0.06001656 

= +0.5957119 
= +0.2966271 
= — 0.47030172 
= —2.3828476 
= + 2.1476967 

= — o.i 51 10209 

= —0.3648331 
= —0.7376134 
= + 4.107599 
= +0.20967440 
=+2.3730168 
= — 2.129351 
= +0.48013248 
= 32.054132 
= 032.054228 



^3 
+0.04009640 
+0.006721442 
+0.11370618 
+0.07017985 
— 0.16038560 
—0.45482472 
+0.37463192 
— 0.03804000 
— 0.05222661 
— 0.13064891 
+0.6554226 
+0.02678079 
+0.56143880 

—0.3467313 
+0.053771536 
3.569892 
03.569896 ^ 



14 
+0.0009777423 
+0.0000539541 1 
+0.0019361045 
+0.0014029693 
—0.0039109692 
—0.0077444180 
+0.0057889334 
—0.0006158872 
— 0.0005998614 
—0.0017523354 
+0.008177013 
+0.0002347455 
+0.01 12237544 
— 0.0043964500 
+0.00043163288 
0.028202084 
0.Ö28202016 



15 
+0.06466137 
+0.0002559022 
+0.09936586 
+0.08175771 
— 0.25864548 
—0.39746344 
+0.26814070 
—0.01201955 
— 0.009220568 
—0.03037192 
+0.13433080 
+0.001 1869016 
+0.65406168 
—0.07317517 
+0.0020472176 

0.13 13002 
Ö0.1312988 
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lO'* 






i6 
= +0.003099965 
= +0.000003595164 
=+0.004683441 
= +0.003888108 

: 0.012399860 

= —0.018733764 
= +0.012533834 

= 0.00031 391 18 

= — 0.0002370166 
= —0.0007872656 
= +0.003469305 
= +0.00001674688 
= +0.031104864 
= —0.001891608 
= +0.000028761312 
= 0.00184 1893 
: O.Ö5184I933 



17 

+0.00005889044 
+0.0000000 16820 10 
+0.00008849257 
+0.00007367468 
—0.00023556176 

0.00035397028 

+0.00023618940 

0.000002965332 

0.000002227696 

— 0.00000741 9 158 

+0.00003265672 

+0.00000007845843 

+0.00058939744 
—0.0000 178 II 03 
+0.000000 1 345 6080 
0.000008613249 
0.0000086 II 49 



18 
+0.00001841937 
+0.000000002 1 4 1 683 
+0.00002 7 64903 
+0.00002303206 
— 0.00007367748 
— 0.000 II 05 96 12 
+0.00007375738 
— 0.0000005920012 
— 0.0000004443005 
— 0.000001480474 
+0.0000065 1 5094 
+0.000000009992686 
+0.00018425648 
—0.000003553548 
+0.0000000 1 7 1 3 3464 
0.0000010966 12 
0.00000109660 



+ 



23 

4.941709 
+ 12.367573 
+ 77-753982 
+ 28.980272 

— 19.766836 
— 311.015928 
+301.132510 

— 8.229115 

— 61.17924 

— 92.09092 
+596.62268 
+ 35.170709 
+231.842180 
—302.42590 
+ 98.940584 

6412. 141 
Ö6412.1465 



10^ 



C^3) = 
C(4) = 

cW = 

C('3)= 



lO'^ 



.24 
= +0.05710843 
= +0.018508528 
= +0.22263103 
= +0.12136120 
= —0.22843372 
= — 0.89052412 
= +0.77630726 
= -0.06571945 
= — 0.12280949 
= —0.27180968 
= + 1.4470375 
= +0.06848419 
= +0.97088960 

= -0.75637847 
= +0.148068224 
= 9.886123 
= Ö9.8861235 

28 



25 
+ 2.715789 
+ 0.0391 1407 
+ 4.431046 

+ 3.534303 

— 10.863156 

— 17.724184 
+ 12.292606 

— 0.9416652 

— 0.7640643 

— 2.444500 . 
+ 10.950924 
+ 0.178680a 
+28.274424 

— 5-946295 
+ O.31291256 

20.16909 
Ö20. 168997 



26 



+O.I278118 

+0.0005239267 

+0.1965767 

+0.1 616703 

—0.51 12472 

—0.7863068 

+0.5306832 

— 0.02417198 

—0.01855780 

— 0.061 10269 

+0.2702980 

+0.002429504 

+ 1.2933624 

—0.1472350 

+0.0041 9 141 36 

_o.2688390 
ÖÖ.2688374 



27 
+0.00241 401 5 
+0.000002414688 
+0.003643524 
+0.003026355 
— 0.009656060 
— 0.014574096 
+0.009746066 
— 0.0002271060 
— 0.00017 13 174 
—0.0005693167 
+0.002508324 
+0.00001 125083 
+0.024210840 
— 0.001367715 
+0.0000193 17504 
0.001236999 
0.001237083 



c(») =+0.0007541911 
c(=) =+0.0000003065646 

C(3) ==+0.0011341458 
^4) =+0.0009438619 

eis) == — 0.0030167644 
c(6) =—0.0045365832 

Ci7) ==+0.0030282010 

cW =—0.00004529182 

C(9) = — 0.00003404900 

cM=__o 0001 1335548 
c(") = +0.000499034 1 
c(")= +0^0000014297 18 

C('3) = +0.0075508952 
c(m)=— 0.0002721630 
C<»5) = +0.00000245 25 168 

Sj. = 0.0001569962 

2^2 = 0.000 15 699 21 



+ 
+ 
+ 



+ 



34 
0.2463699 
0.3326677 
2.4139017 
0.9974681 
0.9854796 
9.6556068 
9.1628670 

— 0.3788999 

— 1.7556599 

— 2.9377974 
+ 18.016026 
+ 1.0221734 
+ 7.9797448 

— 9.197463 
+ 2J6613416 

175*31375 
175.313756 



35 
+ 6.741992 
+ 0.1957408 
+ 11.867379 
+ 9.108945 
— 26.967968 
—47.469516 
+33.985532 

— 3.224615 

— 2.809927 

— 8.669998 

+39.47047 
+ 0.8771971 
+72.871560 

—21.34754 
+ 1.5659264 
_ioi. 51794 
oioi. 517966 



36 

+0.3097244 

+0.002464926 

+0.4873153 
+0.3960549 
-1.2388976 

— 1. 9492612 

+I.3298I24 

— 0.08092778 
— 0.06346698 
— 0.20666014 

+0.9186528 
+0.01 1364393 
+3.1684392 
—0.4997903 

+0.0197 19408 

1.267258 

01.2672471 
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lO'^ 



37 
c<») =4-0.005806409 
c^*) =+0.00001 1 14389 

C(3) =+0.008813312 

d^) =+0.007298717 

C^5) = — 0.023225636 
C(6) = — 0.035253248 
C^7) =: +0.023640430 

c<^) =—0.0007550788 

C^9) = — 0.0005726020 

c(«o)==_«o.ooi897578 
c<")= +0.0083 705 60 
cM= +0.00005 1 84877 
c(^3)=+o.058389736 
c<*^)= — 0.004562819 

C<^5)= +0.000089 1 5 1 1 2 
= 0.0057 II 636 

i^ = 0.005711793 



. 38 
+0.00181 1441 
+0.00000 1 4095 47 
+0.002730300 
+0.002269461 
— 0.007245764 
— 0.01092 1200 
+0.007298318 
— 0.0001503801 
— 0.0001132967 
—0.0003767585 
+0.001659456 
+0.000006569833 
+0.018155688 
— 0.000904918 
+0.00001 1276376 
0.0007219968 
0.50Ö721985 



10' 



10' 



c(0=+o. 
c(«) =+0, 

C<3)=+0. 
C<4)=+0. 
C(5)=— O. 
c(6)=_o, 
C(7) =+0. 
C(8J=— O. 
(f9) = — o. 

c(")=+o. 
c(")=+o. 

C<^3)=+0. 
C<^*^=— O. 
c(^5)=+o. 
«^x = O, 

S^ = o. 



et«) : 
0^3) : 

C(5) : 

C(6) : 

C(7) : 

d«) : 

C<9) : 

C(") : 
C(T3) : 



47 
001401658 
,000006312573 
002160995 
001775014 
005606632 
,008643980 
,005840664 
,0002776033 
0002136098 
,0007024900 
,003109192 
,00002925411 
,014200112 
.001693398 
.000050500584 
,003239802 
.003239823 

58 

+ 15. 

:+ O. 

+ 26. 

+ 21. 

— 63. 

— 107. 
+ 76. 

— 6, 



45 
+ 1.782686 
+ 0.1396036 
+ 3.861949 
+ 2.682714 

— 7.130744 

— 15.447796 
+ 11.882424 

— 1.2908607 

— 1.3693325 

— 3.841477 
+ 18.261523 
+ 0.5939600 
+21.461712 

— 9.776192 
+ 1.1168288 

,73.34230 

073.34249 



46 
+0.07634805 
+0.001473434 
+0.1 2 789451 
+0.10064785 
—0.30539220 
—0.51157804 
+0.35888194 
— 0.03034006 
—0.02523443 
— 0.07971720 
+0.3591264 
+0.006686205 
+0.80518280 
—0.1947332 
+0.011787472 
_o.76i3497 
00.7613518 



48 
+0.0004355322 
+0.0000007902302 
+0.0006606530 
+0.0005473024 
—0.0017421288 
— 0.0026426120 
+0.0017715476 
—0.00005508206 
— 0.00004174559 
—0.00013838672 
+ 0.0006103651 
+0.000003677272 
+0.0043784192 
—0.0003327236 
+0.00000632 1 84 1 6 
0.0004049979 
0.0004050111 



56 
4865.0789 
2666.6061 

25757.425 
12644.646 

— 19460.3 156 
— 103029.700 
+ 93299.542 

— 6351.2324 

— 16011.244 

— 31912.039 
+ 178990.872 
+ 9229.9033 
+ 101157.168 

— 92671.052 
+ 21332.8488 

1423676.1 
1423676.2 



57 
+ 55.01765 
+ 3.541347 
+113.05849 
+ 80.49672 
— 220.07060 
—452.23396 
+342.19866 

— 36.88576 

— 37-21193 
— 106.89100 
+502.64033 
+ 15.26601 
+643.97380 
— 269.76304 
+ 28.330776 
_i855.i235 
01855.12535 



— 5 

— 18 
+ 81 

+ I 
+ 168 

— 44 
+ 2 

J87 
0187 



67 68 78 

79617 + 82.20057 + 18.381861 + 25.426754 

3627217 + 31.50909 + 1.770713 + 29.438682 

97037 + 351.68398 + 42.407902 + 222.72626 

02055 + 185.43318 + 28.624168 + 94-637825 

18468 — 328.80228 — 73.527444 — loi. 707016 

88148 —1406.73592 —169.631608 — 890.90504 

28914 +1242.33478 +132.867886 + 840.05153 

797747 — 98.74275 — 14.393394 — 38.190053 

756080 — 202.03940 — 16.212530 — 158.31375 

,01892 — 432.58022 — 44.240208 — 272.56836 

50448 +2340.9936 +213.02420 +1647.1488 

638055 + 114.19156 + 7.417555 + 92.293065 

16440 +1483.46544 +228.993348 + 757.102600 

151 II — 1219.8682 — 113.708797 — 842.6694 

9017736 + 252.07272 + 14.165704 + 235.509456 

6973 16837.03 933-1578 15564.444 

.69765 16837.0303 0933.15805 15564.4520 
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Wenn wir auch eine Neuberechnung der Coefficienten vorgezogen haben, 
wollen wir doch zu einer nochmaligen Controle die Werthe der d^\ (M\ (f^\ 
<ß\ aus denen sich alle anderen durch abgebraische, durch die S controlirten 
Operationen y herleiten lassen, auch mit Hülfe von Lb Yerriers Werthen der 
b berechnen. Wir setzen dann, indem wir mit a^^ den von Le Verrieb fttr 
Qa^ adoptirten Werth bezeichnen, 

dann giebt die Entwickelung nach Potenzen von e allgemein 

und im Besonderen die für uns allein nöthige Relation 

b'P{a) = b'P{a^) + ^b^P+' (a°) + -^ (6op+« (a«) + (p — i)b°r+' (a°)) • • - - 

(l 2 (X 



Es ist nun mit Berücksichtigung der üngenauigkeiten, die sich in die 
Lb VEBRiBH'schen Werthe fUr 0,7, 035, a„, a„ und Ue, eingeschlichen haben, 
in Einheiten der 7. Decimale 

log(l +Ca,*) 

40 34 + 



12 + 

13 — 

14 + 

15 + 

i6 - 
17 



31 

9 

31 

196 

7255 
7988 



23 

24 
25 + 



26 — 

27 
28 



o 

7286 

8040 

— IO5I9 



18 —10488 78 — 2479 



40 

35 + 206 

36 — 7246 

37 — 8000 

38 — 10479 

67 — 733 

68 — 3233 



45 + 165 

46 — 7286 

47 — 8019 

48 — 10519 

56 — 7451 

57 - 8185 

58 —10684 



Die Zurückführung der von Lb Verrier mitgetheilten Werthe der fcv auf 
unsere üaß, für die auch eine Anzahl von ihm nicht angegebener Werthe 
mit seinen Daten zu ermitteln waren, ergab folgendes Resultat'*'): 



12 



5x0 

6'3 



0.605715 
0.780207 
0.694875 
1.84911 



&'4 6.28893 

18 

6'° 0.012857 

6" 0.012859 

6" 0.000005 

6'3 0.000005 

6'* 0.000000 



13 
0.41 1 139 
0.464375 
0.182928 
0.316825 
0.545959 

23 
0.942399 
1.643706 
3.940124 
21.70681 
171.7628 



14 
0.260465 
0.273830 
0.042393 
0.054563 
0.041652 

24 
0.521625 
0.631755 
0.409212 
0.902708 
2.357194 



15 
0.074560 
0.074871 
0.000937 
0.000959 
0.000066 

25 
0.1400530 
0.1421184 
0.0062978 
0.0068148 
0.0016135 



16 
0.040538 
0.040589 
0.000150 
0.000151 
0.000003 

26 
0.0758663 
0.0761940 
0.0009879 
o.ooioi 17 
0.0000720 



17 

0.020146 
0.020152 
0.000019 
0.000019 
0.000000 

27 

0.0376577 
0.0376978 
0.0001203 

0.00012 IG 
0.0000022 



*) Bei 56 ist auch das in s^ multiplicirte Glied berücksichtigt worden; es giebt nur 
in 6^4 einen merkbaren Beitrag und auch dort nur 5 Einheiten der letzten Stelle. 
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28 


34 


35 


36 


37 


38 


6»o 


0.024029 


0.804580 


0.1949396 


0.10509252 


0.0520872 


0.033226 


6" 


0.024039 


1.228107 


0.2005221 


0.10596424 


0.0521933 


0.033253 


t" 


0.000031 


2-043795 


0.0172815 


0.00263927 


0.0003188 


0.000082 


6'3 


0.00003 1 


8.417842 


0.0200418 


0.00276104 


0.0003224 


0.000083 


6m 


0.000000 


48.47748 


0.0089290 


0.00037355 


0.0000109 


0.00000 1 




45 


46 


47 


48 


56 


57 


6" 


0.3028302 


O.I6IOI29 


0.0794714 


0.050653 


0.619427 


0.2785122 


6" 


0.3238989 


O.I64I538 


0.0798482 


0.050750 


0.8064345 


0.2948730 


ö" 


0.0681201 


0.0096272 


0.0011361 


0.000293 


0.7537240 


0.0523016 


6^3 


0.0947004 


0.0106733 


0.0011660 


0.000296 


2.067975 


0.0695081 


b'* 


0.0949987 


0.0033056 


0.0000909 


0.0000 10 


7.321169 


0.0599459 






58 


67 


68 


78 






5.0 


0.174759 


0.551983 


0.330132 


0.771572 






b" 


0.178777 


0.683013 


0.357487 


1. 142667 






b" 


0.012364 


0.498748 


0.089673 


1-73036 






6'3 


0.013947 


1. 177220 


0.131420 


6.63673 






6m 


0.005052 


3.395343 


0.153838 


35.2563 





In der folgenden Zusammenstellung geben wir die aus diesen Werthen 
der 6 berechneten Wertbe der c und zwar mit nur so vielen Stellen, als bei 
der Abrundung der Ls YsRRiEa'scheü Zahlen eine Bedeutung haben. Hinter 
jeder Zahl steht die Correction, die an sie anzubringen ist, um bei gleicher 
Abrundung die von uns direct ermittelten Werthe zu erlangen. 



io^°c, 



'aß 



10^ 



10^ 



10' 



10' 



12 




U 


14 


d'^ = +0.1175750 


+4 


+ 0.04009641 —1 


+0.000977742 +0 


c(») = +0.0600166 


+0 


+ 0.00672145 —I 


+0.000053954 +0 


C<3) = +0.595 7 II 


+1 


+ o.i 137063 —1 


+0.00193611 — I 


cW = — 0.151 1019 


— 2 


— 0.0380402 +2 


— 0.0061588 — I 


15 




16 


17 


c(') = +0.0646608 


+6 


+ 0.00310000 —4 


+0.000058892 —2 


C<«) r= +0.0002558 


+1 


+ 0.00000359 +1 


+0.00000001 7 +0 


CO) =. +0.099364 


+2 


+ 0.0046835 —I 


+0.000088500 —7 


C(^J = —O.Ol 201 


— I 


— 0.00316 +2 


— 0.0000030 


18 




23 


24 


c(0 =? +0.00001842 


—1 


+ 4.941711 —2 


+0.05710841 +2 


c<«) = +0.000000002 +0 


+ 12.36757 +0 


+0.01850845 +8 


C(3) = +0.00002765 


I —2 


+ 77.7539 +1 


+0.2226304 +6 


,c<8) -_ — 0.0000007 


+ 1 


— 8.229II3 —2 


—0.0657194 +0 


25 




26 


27 


c(') = +2.715789 


+0 


+ O.I278118 +0 


+0.00241400 +1 


c(*) = +0.0391 14 


+0 


+ 0.0005239 +0 


+0.000002414 +1 


CC3) = +4.431042 


+4 


+ 0.1965767 +0 


+0.00364350 +2 


ci^) = —0.941662 


—3 


— 0.024171 —I 


—0.0002272 +1 
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io'°< 



C(3) = 







28 
0.00754195 
0.000000304 

o.ooi 1341 
0.000044 

36 

0.3097243 

0.00246492 

0.4873153. 

0.080928 

45 
1.782686 
0.1396036 
3.861947 
1.290862 

48 



—4 
+3 
+0 
— I 



+ 1 
+1 
+0 
+0 



+0 
+0 

+2 
+ 1 



34 
+0.2463698 
+0.3326676 
+2.413901 
—0.3788996 



+ 1 
+1 
+ 1 
—3 



+ 



37 
+0.00580639 +2 
+0.00001 114 +0 
+0.00881328 +3 
—0.0007553 +2 




= + 0.000435526 +6 
=+ 0.000000790 +0 
=+ 0.00066064 +1 
= — 0.0000550 — I 




58 
15.7962 
0.36272 
26.9704 
6.7978 



+0 
+0 
+0 
+1 




46 
+0.07634807 
+0.00147344 
+0.1 2789451 
—0.0303402 

56 
+ 4865.084 
+ 2666.610 

+25757-44 
— 6351.25 

67 

+ 82.20060 
+ 31.50910 
+ 351.6841 

— 98.7426 

78 
:+ 25.4267 

+ 29.439 
+ 222.726 

— 38.1900 



— 2 

— I 

+0 

+ 1 



—5 
—4 
— I 

+2 



--3 

— I 

— I 

— 1 



+1 
+0 
+0 
— -I 



35 

6.741992 

0.195741 

11.86738 

3.22463 



+0 

+0 
+0 
+1 



38 
+0.00181141 +3 
+0.000001404 +6 
+0.0027302 +1 
— 0.000149 — I 



47 
+0.00 140 165 7 
+0.0000063121 
+0.002160990 
— 0.00027761 

57 
+ 55-01767 
+ 3-541348 
+113-0585 
- 36.8857 



+ 1 
+5 
+5 
+ 1 



— 2 

— I 
+0 

— I 



68 
18.38186 
1.77071 
+ 42.40791 
— 14-3934 



+ 
+ 



+0 
+0 
— I 
+0 



Die Wertbe Le Verriers können hiernaeb, soweit wir sie benutzt haben, 
nur mit einer geringen Unsicberheit der letzten Stelle behaftet sein; die 
gefundenen Abweichungen sind vielleicht zum grossen Tbeile dem Einflüsse 
der von uns ausgeführten Transformationsrechnung zuzuschreiben. Die An- 
wendung von Le Verriers Verfahren ist aber wenigstens bei der Berechnung 
von c<^) unzweckmässig, da diese Grösse als eine um so kleinere Differenz 
grösserer Zahlen erlangt wird, je geringer der Werlh von a«^ ist. 

Wir fügen hierzu noch die CoeflTicienten , die für die Berechnung der 
aus der grossen Ungleichheit von Jupiter und Saturn herrührenden Glieder 
nöthig sind. 

Lb Verrier bat seine Coefficienten mit einem nicht unbeträchtlich von 
dem unseren verschiedenen Werthe des Verhältnisses der grossen Axen der 
Jupiter- und Saturnbahn berechnet. Wir wollen aber seine Werthe benutzen, 
um die für unser Axenverhältniss geltenden abzuleiten. Nennen wir wieder 
o** Le Verriers Wertb, a unseren Werth dieses Verhältnisses und setzen wir: 
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a = ao{i +€), 
so wird 

ha \ ha I ^ \ ha ^ öoW \ öa" ^ 2 ba3 / 

Wir haben bereits im Paragraphen 5 des ersten Theiles die analytischen 
Ausdrücke der Glieder mitgetheilt, die nöthig sind, um die numerischen 
Werthe der Coeflficienten der grossen Ungleichheit bis auf Glieder zweiter 
Ordnung in e, diese eingeschlossen, zu ermitteln. Für die numerische 
Rechnung brauchen wir dann nur die von Le Verrier angegebenen Werthe 
der bP9 und c«'«, denen wir die Werthe 03^=771.09 c»*= 746.59 hinzu- 
fügen, zu adoptiren, um die folgenden Entwickelungen zu erhalten, die für 

log a = 9.7367408 + log (i + €) 

gelten, und in denen die Coefficienten durch ihre Logarithmen ersetzt wor- 
den sind: 

ry^= — 0.366808 — 1.122886 — 1.52946* . o-r^ — = — 1.122876 — 1.908216 — 2.36546* 



7-"*'= + 1.065422 4- 1.739106+ 2.06236* a-^ — =+1.739095 + 2.455886 + 2.85596* 

da 



a^ — = — 1.856095 — 2.496786 — 2.84596* 
da 



a-r =: +1.460676+ 2.022426+ 2.34326* 

da 



ö?«>3o 

dr^°* 
a- — = — 1.254950 — 2.132546 — 2.71096* 
ca 

dr°** 
r*>"= +0.708827 + 1.468876 + 1.92146' a-T^ — = + 1.468871 + 2.292996+ 2.82936* 

da 

Durch die Substitution von log 6 = 7.23406», wodurch wir den von 
uns adoptirten Werth des Axenverhältnisses erlangen, wird 



r^^:= — 1.283989— 1.856106 — 2.08306* 
ro3o=-f.i.020938+ 1.460686+ 1.5821 6* 
r»«»= — 0.424934 — 1.254956 — 1.76986* 



pqr 


log rP9r 




300 


0.362561« 


I.ii8334n 


210 
120 
030 


1 .06 1 909 

1.281209« 

1.018889 


1-735217 
1.852841»» 

1457963 


102 
012 


0.419900« 
0.704543 


1-249334« 
1.463907 



Benutzen wir ferner, entsprechend den von uns angenommenen mittleren 
Bewegungen, die folgenden siderischen Bewegungen: 
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W5 + -^ = i09256'/7i9 Wß + -^ = 43996:'i27 



log/= 2.147937 
und hiermit ergiebt sich die folgende Tabelle der Coefficienten von zdR^e*) 



\qrp'q'r' 


logaPJ'-pVr' 


logfeP«'-''«''' 


logcP^'^Vr' 


logdP«'-^'«''' 


300 300 


6.020214 


3.493322 


—CO 


—CO 


300210 


6.72i328n 


4.016578« 


— 00 


—00 


300 1 20 


6.942384 


3.934848 


—CO 


—CO 


300030 


6.68i8o6n 


—00 


—00 


—00 


300 102 


6.075310 


3.073539 


—CO 


— CO 


300012 


6.361771« 


—00 


—CO 


— 00 


2I02IO 


7-422435 


4.539835 


4.330009 


—00 


210 120 


7.643484« 


4.458105« 


4.850339^» 


—CO 


210030 


7.382899 


—CO 


4.7641 10 


—CO 


210 102 


6.776434« 


3.596796« 


—00 


— 00 


2IOOI2 


7.062886 


—00 


3.972643 


—00 


120 120 


7.864524 


4.376375 


5.370669 


—00 


120030 


7-603933W 


—CO 


5.284440« 


—00 


120 102 


6.997497- 


3.515066 


—CO 


—CO 


I200I2 


7.283943« 


—00 


4.492973« 


—CO 


030030 


7.343336 


CO 


5,198212 


—00 


030 102 


6.736929« 


—00 


—CO 


— 00 


030012 


7.023368 


—00 


4.406744 


—00 


102 102 


6.130394 


2.653757 


—CO 


3.193757 


102012 


6.416863« 


—00 


—CO 


3.478400« 


0I20I2 


6.703326 


—00 


3.615277 


3.763043 



*) Obgleich wir die Coefficienten der grossen Ungleichheit nicht brauchen, wollen 
wir doch deren Werthe für 1850 angebien, um eine Yergleichung mit den von Le Verrier 
gefundenen Werthen zu ermöglichen; wir setzen deshalb 

log sin V/s = 8.683514 log sini//6 = 8.748744 log J756 = 8.039833 
und fuhren zuerst unsere Werthe, dahinter die von Le Verrier an: 



pqr 


öa, 


dsinv^^nnd 
5 Binip^dTi^ 


<J«6 


^h 


dsini^'g und 
Bin^'gcJTrß 




300 
aio 
120 
030 

I02 

oxa 


+ 6V43 +6^48 
-37.38 —37-57 
+71.98 +73.13 
-45.72 -45.69 
+ 0.38 + 0.38 
— 0.85 — 0.85 


— X34'.'96 — 136V00 

+ 787.51 + 791.32 
-1521.38 -1524.5t 

+ 969.59 + 968.90 

- 7.89 - 7.94 
+ 17.72 + 17.78 


ff ff 

-19.20-19.34 

+74.46 +74.75 
-71.68 —71.77 


— 0.38 — 0.38 




-72.82 -73-4 
+423.48 +425.5 
-815.39 -817.0 
+5x7.94 +517.5 
- 4.29 - 4-3 
+ 9.60 4- 9.6 


+ 33i''74 +335''66 
-1935.74 —1953.19 
+3739-67 +3762.88 
—2383.36 —2391.49 
+ 19.44 + 19-64 
— 43.66 — 43.99 



ff , ff 
+ 79.04 +79.53 

-304.39 -305.43 

+990.02 +390.21 



+ 1.79 + 1.80 






—2.88-2.90 

+6.44 +6.48 



Der Verfasser möchte die Gelegenheit benutzen, um zwei Fehler in den von Le 
Verrier gegebenen Coefficienten anzuzeigen; sie wurden als einzige gefanden bei einer 
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2. 

Numerische Auflösung der durch die orthogonale Substitution 
eingeführten Gleichungen. 

Erstes Theilsystem. 

In der nachstehenden Zusammenstellung fuhren wir unter I die Coeffi- 
cienten a^y des ursprünglichen Systems und unter den fortlaufenden Nummern 
die Coefldcienten der transformirten Systeme auf« Wir setzen der Raum- 
erspamiss wegen, wie in Jagobis Abhandlung geschehen ist, nur die Diagonale 
der Goeflficienten und die zu einer Seite liegenden Werthe an und geben 
für die in der Diagonale stehenden Werthe die Numeri, für die ausserhalb 
gelegenen die Logarithmen, von denen überall lo abgezogen zu denken ist. 

Die ausgeführten Transformationen*) sind durch die folgenden Winkel 
bestimmt: 

1) a,e = +26^53' 29^:2^ • XU) o\e = -o« 14' 5i''7797 

11) (7,3 = +43 28 25.97 XllI) (735 =—015 38.1321 

III) (Txa = +12 30 54.045 XIV) (7,5 = — O 50 38.500 

IV) ^3^ = +46 57 58.98 XV) (758 = +0 40 41.9477 

V) ^57 = —15 9 10.90 XVI) 0-68 = — O 4 53.1812I 

VI) <7j^ = + I 8 27.782 XVU) Oje= — o 21 38.3Ö405 

VII) (7^3 = + 2 6 18.774 XVIII) (7,6 = — o 6 0.119165 

Vlll) (767 =— O 51 59-8925 XIX) (7^5 = —O 5 7.88221 

IX) (7x3 = ~ 025 55.416 XX) 0-37 = — o 3 49.03266 

X) (7,4 = + I 26 46.279 XXI) (727 = -"O 10 24.5876 
XI) (^78 = — 7 21 0.9905 XXlIj (7x5 = — O 23 54.07152 

XXIII) (7,6 = - o°8'42:'9i67. 

Es sind also der Reihe nach, indem wir für die Coefficienten ihre um 
10 vermehrten Logarithmen ansetzen, die folgenden Substitutionen ausgeführt 
'worden : 



sorgföltigst ausgeführten summarischen Nachrechnung von mehr als der Hälfte sämmt- 
licber Li VERRiKa'schen Coefißcienten. Die Werthe von 6°| und von allen aus ihm ab- 
geleiteten Coefficienten sind falsch. Der Fehler ist offenbar so entstanden: 
log (615+4614) = 97503035 
log a = 9.4666601 



log 605 = 9.1969636 falsch für 9.2169636 
605 = 0.1573851 » » 0.1648024 

Der zweite Fehler befindet sich im Werthe c^J, der, wohl durch einen Druckfehler, 
zu 0.110717 statt zu 0.010717 angegeben ist. 

*) Die Reihenfolge der zehn ersten Transformationen ist dieselbe, wie in Jacobis 
Abhandlung. 
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j. C5 = + 9.950299105 — 9-655428306 
Cß =+9.65542830; +9.9502991C6 



Ca = + 9.86075000^ — 9.8376035 C\ 
C3 =+9.83760350^ + 9.8607 5000^3 

Ox •= + 9-989556301 — 9-33584970? 

cL = + 9-3358497 ci +9-98955630" 

0^3 = + 9.8340564 C3 — 9.86388970^4 

C4 =+9.863889703 +9-8340564ci 

o's =+ 9-98463130" +9-417302207 

07 =^—9-417302205 +9.984631307 
ci = + 9.9999139 c" — 8.2991 536 c" 
c\ =+8.29915360? +9.9999139C4 
0? = + 9.999706803" — 8.5650761 O3" 
0" = + 8.5650761 0^" + 9.9997068 c"' 

06 = +9.99995030? +8.17969800" 

C7 =—8.1796980.06 +9-99995030" 
c? = + 9.9999876 oi" + 7.8774173 er 

cT= — 7.87741730™ + 9.9999876 0^ 
cf= + 9.99986160'/ — 8.4020562 oi" 
04 = +8.40205620?' +9.99986160?" 

0" = + 9.99641640™ + 9.1 069891 08 

08 = — 9.IO6989I C7" + 9.9964164C8 

0? = + 9-99999600;" + 7.635831 10?" 
0?*= — 7.635831 loj" +9.99999600?" 

07 = + 9-9999955 oj + 7.65783740^ 
0;"= — 7-657837403 +9-999995507 

XIV) o7 = + 9-99995290! +8.168218405 
-^ o7= — 8.1682 1840I +9.9999529O5 

0^ = + 9.99996960;'" — 8.073301 1 0? 
^ ^ 08 = r 8.073301 10^" +9.99996960" 

XVI] ^6'= +9-999999607 +7.15271080?" 
' 0" = — 7.152710807 +9.9999996C8" 

XVlll ^^ =•+ 9-999991 4 or +7.7989685O6 
^ o7= — 7.79896850;" +9.9999914O6 

XVlIl) ^^ ^ "^ 9-9999993 or + 7.2420209 o^ 
^ 06 = — 7.24202090!" + 9-9999993 Oe' 

XlXl ^i"=+ 9-9999995 07 +7-173959301" 
^ ^ 0;"= - 7.173959307 +9.99999950!" 



II) 
III) 

IV) 

V) 

VI) 

VII) 

Vill) 

IX) 

X) 

XI) 

XII) 

XIII) 



XX) 



0!"= + 9.99999970!" + 7.045472207 
0";'= - 7.04547220!" + 9.999999707 



Digitized by 



Google 



Die sXgularbn VbrXnderüngbn der Bahnen der grossen Planeten. 



97 



IV 



TI 



YIII 



XXI) 



CV = + 9.99999800!"+ 7481 1676 C7 

c7 = — 7.48116760!°+ 9.9999980 Cy 



XXIl) ^^== + 9-9999895 er + 7-84214220;"' 
^ cj"= - 7.842142207 + 9.9999895er 

XXIIl) ^^ = + 9.9999986 oj + 7.4040069 Oö" 
' 0? = — 7.4040069 C4 + 9.9999986 0?" 

Die eDtsprecheDden transformirten Systeme sind die folgenden: 



5.616765 


9.6703801»» 
12.328890 


8.9867926». 
10.7196041». 


7.64332001. 
9.0692 116». 

9.7454847« 
17.814779 


7.0651349»» 
8.35^4211» 
8.8068660». 
8.8565341». 
7455419 


5.6781717», 
6.9623752n 
7.4026031». 
7.4237887»» 
10.8760581»» 
18.465872 


3.9825126». 
5.2643668« 
5.7015730». 
5.7142721»» 
8.9691341.. 

9.5928979»» 
2.752735 


3.1938056»» 

4.4752017« 
4.9118148)» 
4.9229013»» 
8.1456840»» 
8.6675996« 
9.4204619»» 
0.6697125 


5.616765 

9.6703801«» 

8.9867926»» 

7.64332oon 

7.0243767« 
6.6839296 
3.9825126^ 
3.1938056»» 


12.328890 


12.888056 


XO.7196041») 
9.0692116»» 

8.3159323« 
7.9762910 
5.2643668». 
4.4752017« 


12.888056 

9.7454847« 

8.7657621»» 

8.4271508 

5.7oi573on 

4.9118148». 


17.814779 
8.8148895»» 

8.4791363 

5.7142721»» 

4.9229013». 


3.643 "7 
— 00 
9.4153269»» 
8.5252066». 


22.278173 
9.4873810»» 
8-5460485« 


2.752735 
9.4204619». 


0.6697125 


5.616765 


9.6090269»» 

7.357732 


9.4008825 

— 00 
17.859214 


7.6433200»» 
9.6702540N 
9.5094370»» 
17.814779 


7.0243767« 
8.7414735« 
8.4483334« 
8.8148895». 

3.643 "7 


6.6839296 
8.4025819 
8.1 102436 

8.4791363 
— 00 
22.278173 


3.9825126». 
5.6807596». 
5-3775982»» 
5.7142721»» 
9.4153269« 
9.4873810». 

2.752735 


3.1938056». 
4.8911665»! 

4.5875253« 
4.9229013». 
8.5252066»» 
8.5460485»» 
9.4204619« 
0.6697125 


5-526541 
— 00 
9.3904388 
9.0241 1401» 
8.1133206»» 

7.7743055 

5.0541364« 

4.2646167»» 


7.447955 
8.7367322»» 

9.6589033« 

8.7291767« 

8.3902917 

5.6683804». 

4.8787833« 


17.859214 
9.5094370« 
8.4483334« 
8.1 102436 
5-3775982». 
4.5875253« 


17.814779 
8.8148895». 

8.4791363 
5.7142721»« 

4.9229013n 


3.643 "7 
— 00 

9.4153269« 
8.5252066»» 


22.278173 
9.4873810». 
8.5460485». 


2.752735 
9.42046191. 


0.6697125 


5.526541 


— 00 
7447955 


8.9562484 
9.5687749»» 
17.513059 


9.4009664H 
9.4334098« 

— 00 

18.160934 


8.1133206»» 

8.7291767« 
8.8253508». 
8.3808968». 
3.643117 


7.7743055 50541364« 


4.2646167»» 
4.8787833« 
4.9425251« 
4.4603940« 
8.5252066»» 
8.5460485« 


5.526541 
— 00 
8.9562484 
9.4009664»» 

8.0978493« 
7.7743055 
7.5320199« 
4.26461 67«! 


8.3902917 

8.4889296 

8.0471285 

— 00 

22.278173 


5.6683804»» 
5.7335051« 
5-2530324« 
9.4153269». 
9.4873810« 


7.447955 
9.5687749« 
9.4334098»« 
8.7137058». 

8.3902917 
8.1478708». 

4.8787833« 


17.5^3059 
— 00 

8.8098869». 
8.4889296 

8.2439491« 
4.9425251»» 


18.160934 

8.3654405« 

8.0471285 

7.7993921« 

4.4603940». 


3.713586 
8.9046832 

— 00 
8.5620613 


22.278173 
9.4720123*. 
8.5460485« 


2.752735 


9.4204619« 


2.6S2266 
9.41 98102». 


0.6697125 


0.6697125 


5.521526 


7.7325634« 
7.447955 


8.9561623 
9.5687749« 
17.513059 


— 00 

9.4333237" 
7.2554020H 

18.165949 


8.1134931»' 
8.7137058». 
8.8098869»» 
8.3606578». 
3.713586 


7.7901365 
8.3902917 
8.4889296 
8.0424024 
8.9046832 
22.278173 


7.5476559« 
8.1478708« 

8.2439491« 
7.7946071« 

— 00 
9.4720123»» 


4.2778996« 

4.8787833« 

4.9425251« 

4.4547614»» 

8.5620613 

8.5460485». 

9.4 198 102»» 

0.6697125 


5.521526 
7.3175662»» 
8.9568221 
— 00 

8.1134931« 
7.7901365 

7.5476559« 
4.2778996« 


7.434334 
— 00 

9.4331365« 

8.7328912». 

8.4095852 

8.1670518« 

4.8965957« 


17.526680 

7.9118977 
8.7966085»» 

8.4757255 

8.2306676»» 

4.9282232»« 


18.165949 


8.36065781. 


3.713586 


8.0424024 

7.7946o7in 

4.4547614" 


8.9046832 

— 00 
8.5620613 


22.278173 


2.682266 


9.4720123». 
8.5460485». 


2.682266 
9.4198102.1 


0.6697125 


5.521526 


7.3i75662n 
7.434334 


8.9568221 

— 00 
17.526680 


— 00 18.1134931»» 
9.433i365«;8.73289i2». 


77938294 
8.4132777 
8.4793963 
8.0460500 

8.9046335 
22.282658 


7.5359698« 

8.1553643« 
8.2189113»» 
7.7827758»» 
7.0843812 

— 00 
2.677780 


4.2778996« 

4.8965957« 
4.9282232»» 

4.4547614« 
8.5620613 

8.4938675« 
9.4206382»» 
0.6697125 


5.520842 
7.3175538« 

— 00 
5.7893150« 
8.0973985« 
7.7776420 
7.5198818«. 
4.2629949»» 


7.434334 
5.1949835». 

9.4331365« 

8.7328912»» 

84132777 

8.1553643« 

4.8965957« 


7.91 18977 
18.165949 


8.7966085»» 
8.3606578» 
3-713586 


17.527364 
7.91 18853 

8.7972749« 
8.4800589 
8.2195780»» 
4.9289428»» 


18.165949 
8.3606578». 
8.0460500 


3.713586 
8.9046335 


22.282658 

— 00 
8.4938675« 


7.7827758« 7.0843812 


2.677780 
9.4206382»» 


44547614»» 


8.5620613 


0.6697125 



III 



vn 



IX 
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5.520842 


7.3177402« 
7.427489 


— 00 
6.2796061 
17.527364 


4.9594739« 

— 00 

7.91 17680 

18.172793 


8,0973985» 
8.7373812« 

8.7972749« 
8.3338838« 
3-713586 


7.7776420 
8.4x78210 
8.4800589 
8.0195907 
8.9046335 

22.282658 


7.5I988I8« 
8.1598506» 
8.2195780M 

7.7559794» 
7.0843812 

— 00 

2.677780 


4.2629949» 
4-9004034» 
4.9289428« 
4.4231863« 
8.5620613 

8.4938675« 
9.4206382« 
0.6697125 




5.520842 
7.3177402»! 

— 00 
4.9594739« 
8.0973985» 
7.7776420 
7.5162672»» 
6.6287304»! 




7.427489 
6.2796061 

— 00 
8.7373812« 
8.4178210 
8.1562362« 
7.2686883« 




17-527364 
7.91 17680 

8.7972749» 
8.4800589 
8.2159657« 
7.3282879» 


xn 


18.172793 

8.3338838« 

8.0195907 

7.7523698« 

6.8645304» 




3.713586 

8.9046335 
7.5394100« 

8.5603387 




22.282658 
7.6008566 
8.4902839« 




2.711759 

— 00 




0.6357334 




5.520842 


7.3177402« 
7.427489 


— CO 

6.2796061 
17.527364 


4.9594739« 

— 00 

7.91 17680 
18.172793 


8.0982928« 

8.7382759« 
8.7981744« 
8.3347894« 
3.713237 


7.7736994 
8.4138802 

8-4761394 
8.0156975 

— 00 

22.283006 


7.5162672« 
8.1562362« 

8.2159657« 
7.7523698« 

7.5415637« 
7.5992196 

2.711759 


6.6287304« 
7.2686883« 

7.3282879» 
6.8645304« 

8.5619297 
8.4880679« 

— CO 

0.6357334 




5.520842 

7.3177402»» 

5.7561302 

4.9594739» 
8.0982883»! 

7.7736994 

7.5162672»! 

6.6287304»« 




7.427489 
6.6427829 

— 00 

8.7382645« 
8.4138802 
8.1562362« 
7.2686883« 




17.527649 
7.9169640 
— 00 

8.4761349 

8.2155430« 

7.3608580.! 


XIY 


18.172793 
8.3340385« 
8.0156975 

7.7523698« 
6.8645304« 




3.712952 
6.1339768 

7.5507935« 

8.5618098 




22.283006 

7.5992196 
8.4880679« 




2.711759 

— 00 




0.6357334 




5.520842 


7.2772677« 
7.428295 


5.7561302 
6.6427358 
17.527649 


4.9594739» 

6.5022569 
7.9169640 
18.172793 


8.0993004« 

—. 00 

4.8IIOOI3 

8.3339914« 
3.712145 


7-7736994 
8.4137995 
8.4761349 
8.0156975 

6.7144584 

22.283006 


7.5162672« 

8.I54599I« 

8.2155430» 

7.7523698« 

7.5758020« 

7.5992196 

2.711759 


6.6287304« 

7.3790039« 
7.3608580« 
6.8645304« 

8.5614369 
8.4880679« 

— CO 

0.6357334 




5.520842 

7.2772677»» 

5.7561302 

4.9594739« 
8.0994440»! 

7.7736994 

7.5162672»! 

6.4417030« 




7.428295 

6.6427358 

6.5022569 

5.4523050« 

8.4137995 

8.1545991« 

7.3789735« 




17.527649 
7.9169640 
5.3160407« 

8.4761349 
8.2155430« 

7.360842 IM 


IVI 


18.172793 

8.3341355« 

8.0156975 

7.7523698« 

6.6780986»! 




3.712576 

6.1872x83 

7.5757716« 

— 00 




22.283006 

7.5992196 

8.4881241« 




2.711759 
5.6491031 




0.6353015 




5.520842 


7.2772677« 
7.428295 


5.7561302 
6.6427358 
17.527649 


4.9594739« 

6.5022569 

7.9169640 
18.172793 


8.0994440« 
5.4523050« 
5.3160407« 

8.3341355« 
3.712576 


7.7737278 
8.4138561 
8.476I8I8 
8.0157255 

6.1872179 
22.283052 


7.5162672« 

8.1 545991« 

8.2155430» 

7.7523698» 

7.5757716« 

7.5992123 

2.711759 


6.4282376« 
7.3722327« 

7.3527163« 
6.6644556« 

3.3399291 

— 00 

5.7009167 
0.6352557 




5.520842 

7.2772677»» 

5.2933070 

4-9594739« 

8.0994440» 

7.7737455 

7.5162672»» 

6.4282376»» 




7.428295 

6.4409506 

6.5022569 

5.4523050« 

8.4138938 

8.1545991« 

7.3722327» 




17.527460 
7.9I35IOO 

5-3358917» 
— 00 

8.2I6I953« 

7.3527077« 


XVIII 


18.172793 
8.3341355« 

8.0178892 

7.7523698« 
6.6644556« 




3.712576 
6.1868414 
7-5757716» 
3.3399291 




22.283241 

7.5877537 
5.1516848« 




2.711759 
5.7009167 




0.6352557 




5.520842 


7.2796389« 
7.428251 


5.2933070 
6.4409499 
17.527460 


4.9594739« 

6.4766601 

7.9135100 
18.172793 


8.0994440« 
5.4563996» 
5-3358917« 
8.3341355« 
3.712576 


7.7735030 

— 00 

3.6829715 

8.0I79I16 
6.1867010 
22.283285 


7.5162672« 

8.1548039« 

8.2161953« 

7-7523698» 

7-5757716» 

7.5849472 

2.7117J9 


6.4282376« 

7.3722274« 

7.3527077« 

6.6644556« 

33399291 

5.2623123« 

5.7009167 

0.6352557 




5.520842 

7.2796389» 

5.2933070 

4.9849010 

8.0994440« 

7.7735030 

7.5162672« 

6.4282376« 




7.428251 

6.4409499 

6.4767215 

5-4495533« 
— 00 

8.1548039» 

7.3722274« 




17.527460 
7.9135112 
4.9749906« 
3.6829715 

8.2161953« 

7.3527077« 


XX 


18.172826 

— 00 

8.0I790I5 

7.7519374» 
6.6644554« 




3.712543 
6.2285658 

7.5767435« 
3.6726245» 




22.283285 

7.5849472 
5.2623123« 




2.711759 
5.7009167 




0.6352557 




5.520842 


7.2796389« 
7.428251 


5.3672221 
6.4652 114 
17.527478 


4.9849010 
6.4767215 
7-9138432 
18.172826 


8.0994440« 
5.4495533» 

4.7201908« 

— 00 

3.712543 


7.7735030 

— 00 

4.5784101« 
8.0179015 
6.2285658 
22.283285 


7.5162640« 

8.1547943« 

— 00 
7.7512370« 
7.5767444» 
7.5849470 
2.711741 


6.4282376« 
7.3722274« 
7.3527182« 
6.6644554» 
3.6726245« 
5.2623123« 

5.6787296 
0.6352557 




5.520842 

7.2773633« 

5.3672221 

4.9849010 

8.0994440« 

7.7735030 

7.5170240« 

6.4282376« 




7.428294 

6.4652094 

6.5007843 

5.2234507» 

5.0661146« 

— 00 
7.3722521»! 




17.527478 
7.9138432 

4.7201908« 
4.5784IOI« 
3.9463790 
7.3527182« 


xxn 


18.172826 

— 00 

8.01 79015 

7.75II65I« 
6.6644554« 




3-712543 
6.2285658 

7.5767522« 
3.6726245« 




22.283285 

7.5849450 

5.2623123« 




2.711698 
5.6083973 




0.6352557 
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xuv 



5.520929 


7.2773261« 
7u^28294 


5-3678917 
6.4652094 
17.527478 


4.9848905 
6.5007843 

7.9138432 
18.172826 


— 00 
5.4756046« 
4.7065736« 
2.8270432 
3.712456 


7.7734064 
5.0661146/1 
4.5784101« 
8.0179015 
6.3233168 
22.283285 


7.5135349»» 
— 00 

3-9463790 
7.7511651». 

7.5793653» 
7.5849450 
2.71 1698 


6.4282218« 

7.3722521« 

7.3527182« 

6.6644554« 

4.3681521« 

5.2623123« 

5.6083973 

0.6352557 


5.520929 

7.277326ln 

5.3678917 
4.7314025« 

00 

7.7734068 

7-5135349»' 
6.42822181« 


7.428294 

6.4652094 

6.5008233 

5.4756046« 

5.0350756,. 

— 00 
7.3722521»! 


17.527478 

7.9138423 
4.7065736« 

5.2304949 
39463790 
7.3527182« 


18.172799 
3.6689291»! 

— 00 

7.7519139« 
6.6644104»! 


3.712456 
6.3233157 
7.5793653" 
4.3681521« 


22.283312 
7.5833262 
5.2892508« 


2.7 II 698 
5.6083973 


0.6352557 



XXIH 



In dem letzten Systeme sind alle Coefficienten beseitigt, deren absoluter 

Betrag grosser als — ist. Der Verfasser hält es für sehr vortheilhaft, diese 

Transformation wesentlich weiter zu erstrecken, als in Herrn Seidels Rechnung 
geschehen ist, wo in der letzten Transformation ein Goefftcient nur von rund 

dem absoluten Betrage - entfernt worden ist. Die Transformationen sind 

nämlich, da sie an den Coefficienten des Systems ausgeführt werden, allen 
acht Wurzeln s gemeinsam, während die Auflösung des definitiven Systems 
durch Naherungen für jede Wurzel besonders zu machen ist. Der Yortheil 
weitgehender Transformationen ist um so gewichtiger, als die Anwendung 
des Naherungsverfahrens immer dann eine mühsame Arbeit ist, wenn man 
nicht mit sehr wenigen Schritten zum Ziele gelangt. Wahrend bei Herrn 
Seidels Rechnungen, entsprechend der durch Anwendung siebenstelliger 
Logarithmen verstatteten Genauigkeit, noch die Ausdrücke z/^ recht betracht- 
liche Beitrage zu den Auflösungen liefern und nur die gleichfalls in Rück- 
sicht gezogenen Ausdrücke J'' hatten übergangen werden können, reichen 
wir im Folgenden mit J^ aus. Den einen Nachtheil zieht allerdings eine 
weiter geführte Transformation nach sich, dass sich bei dem Auftreten von 
Cosinus in den fortgesetzten Transformationen immer kleiner werdender Win- 
kel wachsende Unsicherheiten einschleichen, die dahin führen, dass auch das 
Schlussresultat einen geringeren Grad der Sicherheit hat, als bei einer we- 
niger weit geführten Transformation, bei der durch das Naherungsverfahren 
die gegen das Hauptglied kleinen Correctionen leicht auf mehr Stellen be- 
rechnet werden können, als das Hauptglied, dessen Unsicherheit somit nicht 
merkbar vergrössert wird. Dieser praktische Nachtheil weiter geführter 
Transformationen ist jedoch bei einer nicht zu grossen Zahl von Trans- 
formationen nicht betrachtlich; in weitaus den meisten der nachstehenden 
Resultate für die 5« und Cap ist die letzte Stelle, wie die nachtragliche 
Prüfung ergab, nur um ganz wenige Einheiten unsicher. 

Das Resultat der Auflösung des definitiven Systems ist in der folgenden 
Zusammenstellung enthalten. Die numerischen Werthe sind nur so weit 
richtig, als nöthig ist, um die durch jeden einzelnen der Coefficienten be- 
wirkte Unsicherheit der logarithmischen Werthe der Caß kleiner als eine 
halbe Einheit der siebenten Decimale zu machen. Die Reihenfolge der a ist 
der Grösse der Wurzeln s entsprechend gewählt. 
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a 


5 


4 


3 


2 


6 


I 


7 


8 


Sa 


— 5'.'520929 


— 7':428297 


--i7''527374 


—iS*.'! 72905 


— 3':7i2470 


— 22':2833i5 


-2':7ii677 


-o':63525S 


togC 


9-9999995 


6.9968693» 4.2892364 


3.4940438« 


4.8325294»» 


6.5490245 


7.0650973 


5.7402456 




6.9968611 


9.9999998 


5-4543910 


5.4747425 


4.9037141 


3.8891585»» 


3.6768397 


6.5401986 




4-29S9474« 


5.4616909»! 


9.9999649 


8.1039637 


3.5671821 


4-5534733 


3.4136892« 


6.1 249701 


C^a 


3.0731464« 


5.4695326,» 


8.1039637»! 


9.9999649 


4.1613319»» 


3.4185980« 


6.5626709 


5.4192053 


VIII 

^?i 


4.3768162 


4.9055699»! 


3-5673815« 


2.7715732 


9.9999969 


5.0529485 


7.5790284 


3.8681636 


C6a 


6.5487432»! 


4.0515190 4.5540537« 


3.4598484 


5.0149050»» 


lO.OOOOCOO 


6.2925668« 


3.9482018 


''?;? 


7.0651287« 


3.861 1859 


4.6903280 


6.5626345» 


7.5790281» 


6.2915639 


9.9999965 


5.2875646» 


CSa 


5.7431284*1 


6.540x241« 


6-1238795»» 


5.4466028»» 


3.9107141» 


3.9559037« 


5.2858504 


10.0000000 



Diese Werthe sind nun in das Resultat der Vereinigung aller aus- 
geführten Substitutionen einzusetzen; dieses ist, indem für die Coeflicienten 
ihre um 10 vermehrten Logarithmen gesetzt werden: 





er 


c7 


c;-" 


< 


VIU 


oT 


4 


c?^ 


Cr = 


9.9894303 


9-3363540« 8.1852502 ! 8.1450002« 


7.5609093 


6.5021430« 


6.8061298« 


5.5683486 


C2 = 


9.2327451 


9.8469985 9.6936772»* 


9.6831202 


8.0007928 


6.8191841« 


7.1987930 


5.9823654« 


c^ = 


9.1299072 


9.8297021 


9.673240X 


9.7408077« 


8.0868006 


7.4393862 


7.4097805 


6.1559800N 


C4 = 


7-9055901 


8.6434332 


9.8636316 


9.8333871 


7.7027930 


7.8063660 


6.975x51 X 


5.6722374« 


C5 = 


7.7781516« 


8.X003626»» 


7.123x016» ' 6.152x954« 


9.9359989 


9.6552493». 


9.3509572 


8.2574171 


ce = 


7.4784708« 


7.9204713« 


7.8880033»» , 7.4634346« 


9.6363182 


9.9502625 


9.II59H3 


8.1 137470 


Cj = 


7.2568166 


6.9906999 


6-3538341 16.63x5631 


9.4146638« 


8.2012200»» 


9.9810017 


9.X022105 


c% = 


5.91x8592»» 


6.5909065 


6.1787740 ; 5,1446426« 

1 • 


8.0697065 


7.1490998» 


9.1069867« 


9.9963856 



Ca , 



Die Substitution, die das System c., c,, ... in das System c7, c, 
überfahrt, ist offenbar orthogonal; man hat ^aher zur Controle die 36 für 
eine orthogonale Substitution vom achten Grade bestehenden Gleichungen, die 
im vorliegenden Falle in befriedigender Weise erfüllt werden. 

Schliesslich erhalten wir: 



« 


I 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


Sa 


~22':2833X5 


—iS'.'i 72905 


— 17''527374 


-/:428297 


~5'.'520929 


-3':7 12470 


-2':7xi677 


-o':635255 


log Ca 


5.4449140 8.1390750« 


8.x 900969 


9.3382893« 


9.9893343 


7.5601992 


6.70x1469 


5.2332152 


Ca« 


6.7788503« 9.6774127 


9.6989768» 


9.8468934 


9.2345 131 


8.0006857 


7.2996654 


6.0x7x882 


C^a 


7.4471628 9.7360085« 


9.6796222 


9.8296174 


9.X320459 


8.0866443 


7.4100354 


6.X670687 


C^a 


7.8067383 9.8392287 


9.8584x98 


8.6429467 


7.9076793 


7.7024395 


7.0864871 


5.9241758 


Csa 


9.6551998« 6.3833549« 


7.X225993« 


8. 100623 X« 


7.786x951« 


9.9355696 


9.35740x0 


8.2572010 


C6a 


9.9502768 7.48471 19« 


7.8861518« 


7.9206585« 


7.5421402« 9.6358084 


9.1 207481 


8.1 135604 


Cja 


8.1961378« 5-8908x53 


6,3189928 


6.9712208 


6.8409307 


9.4206880« 


9.9805543 


9.102x478 


C8a 


7.1569850« 4.8437718 • 


5.2688805 


5.6607187 


5.XX46832 


8.0872656 


9.1067664« 9.9963868J 



Zur nochmaligen durchgreifenden Controle wurden diese Werthe in die 
ursprünglichen Gleichungen substituirt; die übrig bleibenden Fehler waren 
überall durch eine Unsicherheit von wenigen Einheiten der letzten Stelle zu 
erklären. 
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Zweites Theilsystem. 

Das zweite Theilsystem unterscheidet sich darin von dem ersten, dass 
die mit Rücksicht auf die Werthe der On+an+ß leicht zu erweisende Relation 



Sn^a^? 9ß Cn+ßn+a = O 



besteht. Die eine Wurzel s ist also Sn+a = o und ihr entsprechen die 
Werthe 

gß 

Für die anderen Wurzeln s wird die Zahl der zu bestimmenden Cn+ßn+a 
um eine Einheit erniedrigt durch Benutzung der Relation 

^ß QßCn+ßn+a = O. 

Da aber der Verfasser keine einfache Transformation des ursprünglich 
vorgelegten Systems auf eines mit einer verringerten Zahl von Unbekannten 
gefunden hat, bei dem die für die numerische Auflösung ganz wesentliche 
Symmetrie gewahrt bliebe, so hat er vorgezogen, das zweite Theilsystem 
genau so, wie das erste, zu behandeln*). 

Entsprechend den grösseren Werthen der Coefficienten ausserhalb der 
Diagonale ist die Zahl der im zweiten Theilsysteme auszuführenden Trans- 
formationen grösser, als im ersten. Die den einzelnen Transformationen 
zugehörenden Winkel sind die folgenden : 

1) (7x3X4 = +32°i3' 3i''46 XVIIl) 0^3., = +o°i2' 24^8091 

11) (7,oii = +43 43 44-25 XIX) Ggj^ = — o 12 52.3158 

III) a^xo =+31 22 14.58 XX) (Tx2i6 = +o II 39-5265 



*) Man könnte glauben, dass eine Vereinfachung des Systems entstünde, indem man 
die Gleichungen unter der Voraussetzung, dass s^^^ ={= o wfire, in der folgenden Gestalt 
schriebe : 

und { so bestimmte, dass die Summe der Quadrate der ausserhalb der Diagonale stehen- 
den Coefificienten ein Minimum würde, was der Fall wfire für 



Die Zahl der Coefficienten, die über einer bestimmten kleinen Grösse liegen, ist aber 
dann, trotz der Verringerung der Quadratsumme aller Coefficienten, viel grösser als im 
u Dtransform irten Systeme. 
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^V) ai3,5 = +i2 15 11.67 XXI) aioi2 = +0 17 21.9000 

V) (yxoi2 = + 2 48 24.172 XXII) oiois = +0 41 42.0218 

VI) a,4xs = — o 59 18.273 XXIII) a^xö == +0 33 41-3574 

VII) a„x, = — 17 25 11.61 XXIV) <7xa,5 = +08 594566 

VIII) a^xi = — I 37 58.0486 XXV) axxi3 = — o 6 21.8307 

IX) (7x5x6 =—84 0.596 XXVI) (7x416 = — O 4 26.84195 

X) (79x2 =+ I 6 15.8336 XXVII) (75x5 =+0 44 52.6080 

XI) (7ioii = + o 54 10.9298 XXVIII) (7x3X5 = — o 31 24.4317 

Xll) axoi3 = — I 49 2.006 XXIX) (7xxi4 = — o 10 19.01495 

XIII) ax3x6 = +i6 54 8.868 XXX) (7xox6 = +0 659.3343 

XIV) ax2i3 = — o 33 1.0192 XXXI) <7xxi6 = +0 2 14.06750 
XV) (79x3 = — I 26 37.8911 XXXIl) (7^4X5 = +0 I 23.97517 

XVI) axoi4 = — o 21 1. 16965 XXXIII) (7^xo =+0 19 22.4326 

XVII) (7xai4 = — O 42 7.2006 XXXIV) (7isx6 = —O 12 46.O2I4 
XXXV) (7ixx5 = +0 I 43-95761. 

Die Substitutionen sind also der Reihe nach diese: 



n Cx3 = + 9-9273482053 — 9.7269321054 
Cx4 = + 9.7269321 C'xj + 9.9273482054 

n) 



III) 

IV) 



VI) 
VII) 
VIII) 

IX) 

X) 
XI) 

XII) 



Cio = + 9.8589087050 — 9-8396337^51 
Cii = + 9-8396337^50 + 9-8589087 05x 

09=+ 9.931364809 — 9.7i648i9C?o 

o5o =+ 9.7164819C9 + 9-93i3648oS, 

c53 =+ 9-98999i9C?3 — 9-3268i28c5s 

Cxs =+ 9-3268i28o?3 + 9-9899919^55 

yv o?o = + 9.9994787 c5S — 8.689901905« 

^ 0x2 = + 8.6899019 c" + 9.9994787 05, 

o54 = + 9-9999354c?4 + 8.2367926 o"s 
0x5 = — 8.23679260^4 + 9-9999354^55 
o5i = + 9.97961050" + 9.47621 13 o"4 

05» = — 9.47621130° + 9-97961050^4 

Og =+ 9.9998236 c" + 8.4547492 oS 
o?x =— 8.45474920^ + 9.99982360" 

c?s = + 9-9956813 05? + 9-147 1447^56 
0x6 = — 9-^71447^5? + 9-9956813056 
0" =+ 9.9999193 c" — 8.28497620" 
o?« = + 8.28497620" + 9.999919305" 

o5o = + 9-999946105; — 8.197564505"; 
o5" = + 8.1975645 o5j; + 9.9999461 c5^x 
o5o = + 9-99978160^ + 8.501213005" 

0?3 = — 8.5OI213OOI0 + 9-99978x60^ 
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XIII) 



XIV) 

XV) 

XVI) 

XVII) 

XVIII) 

XIX) 

XX) 

XXI) 

XXII) 

XXIII) 



c™ = + 9.98082 16 cj^ — 9.4635098 de 
c'.6 = + 9.4635098 cl^ + 9.980821 6 C?6 

c« =+ 9.9999800 c;; + 7.9824569073 
Cn = — 7-9824569 c« + 9-99998cx)cr3 

d^ = + 9.9998621 cj' + 8.40135620^3 
cjj = — 8.40135620^^ + 9.9998621 dj 

cTo = + 9-9999919 c" + 7-7863457 ci" 
c?4 = — 7-7863457 c" + 9-999991 9 Cm 
c« = -4- 9.9999674 cL + 8.08820370;^ 
0" = — 8.08820370!, + 9.99996740?; 

c^ = + 9-9999972 c™— 7-55761890!« 
Cu =+ 7-55761890!?+ 9-9999972 Cm 

Cg =+ 9.999997OCJ + 7.5733688 0!i 
Cm = — 7-5733688 Oj + 9.9999970 0!i 

c!» =+ 9-9999975 c«" — 7-530378ic" 
c?6 = + 7-5303781 cJä + 9.9999975 cS 

c!5 =+ 9.9999945 c!"— 7-70339900!;' 

cü =+ 7-7033990«!?+ 9.99999450!" 

c!?=+ 9.9999680 c!?'— 8.08385530;^ 
cfj=+ 8.08385530!?"+ 9.99996800;! 

C9 = + 9-9999792 cj* — 7.99i2iioo;6 
c" = + 7.991 21 10 cj' + 9.9999792 cJs 



XXIV) ''""+ 9-99999850!?*— 7-4i75309c!5 
' <^s=+ 7.41753090!?"+ 9.9999985 c!. 



,vni 



XXV) 

XXVI) 

XXVII) 

XXVIIl) 

XXIX) 

XXX) 

XXXI) 

XXXII) 



c"=+ 9-9999993 Ci. + 7-2674454 O13 
0!?=— 7.26744540!, + 9-9999993 c!3"' 

o!{ = + 9.99999960!°+ 7.1 1 18289 o!6 
cVe = — 7.11182890!?+ 9.9999996 o!6 

cr = + 9-99996300^ - 8.11573570!^ 
elf =+ 8.11573570J + 9.99996300!^ 

o!r= + 9-9999819 Cu + 7-96074930!? 
c!J = — 7.96074930;! + 9.9999819 c!? 

c!. =+ 9-9999980 c!; + 7.4772754 er«" 
c!?=— 7-47727540" + 9.9999980c!?' 

0!?"= + 9.9999991 0?^ — 7.308i350c!6 

0!6 = + 7.30813500" + 9.9999991 0!6 

cü = + 9.99999990!?— 6.81289830!" 
c!J =+ 6.81289830!?+ 9.9999999 c!? 
0!?"= +io.ooooooocfJ — 6.60972570!?' 
0!?= + 6.60972570" +10.00000000!?' 
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XXXIV) 

XXXV) 



C = + 9-9999931 c; 



9 " 
.vin 



7.75094040^0 



cio = + 7-7509404 C+ 9-9999931 cfo 

crr=+ 9-9999970 cJ5 + 7-5698i52CxT 
c?6 = — 7-56981520?^ + 9.9999970CS'' 
c'ix=+ 9-9999999^1?'— 6.702431 icfj 
eis =+ 6.70243110!;°+ 9-9999999 cfs* 





Die 


ihnen entsprechenden 


transformirten Systeme sind die 


folgenden 


l 




-5.616765 


9.8624562 
-12.328890 


9.3106875 
10.7991582 
-12.888056 


8.1450732 
9.3092480 
9.8595764 
-17.814779 


8.0969216 
9.1178716 
9.4282063 
9.2977597 
-7.455419 


6.9737509 
7.9866639 
8.2865110 
8.1256002 
II. 06 13200 
-18.465872 


5.5815141 
6.5919082 
6.8885184 
6.7185195 

9.4438073 
9.8x42975 

-2.752735 


4.9877877 
5-9976933 
6.2936786 
6.I2I94I4 
8.8129008 
9.0748559 
95448325 




-5.616765 
9.8624562 

9.3106875 
8.1450732 

7.7685997« 

5.5815141 

4-9877877 




-12.328890 
10.7991582 
9.3092480 
9.0650001 
8.7906287*1 
6.5919082 
5-9976933 




-12.888056 

9.8595764 

9.3748732 

9.1023379*. 

6.8885184 

6.2936786 


11 


-17.814779 

9.2431447 
8.975678XH 
6.7185195 
6.X219414 




-0.195969 

-00 
9.7654952 
9073«376 




-25.725322 
9.6058052 
8.8185456 




-2.752735 


-0.6697125 




9.5448325 


-0.6697125 




-5.616765 


9.8246579 
- 6.304915 


9.5512443« 

- 00 

-18.91 2031 


8.1450732 
9.81 12806 
9.5821651 
-17.814779 


8.0444x11 
9-3941033 
8.9591597 
9.2431447 
-0.195969 


7.7685997« 
9.1209470« 
8.6882375*i 
8.9756781»» 
-00 
-25.725322 


5.58x5141 
6.9122861 
6.4607609 
6.7185195 
9.7654952 
9.6058052 

-2.752735 


4.9877877 
6.3x76623 

5.8653361 

6.X2I94I4 

9.0731376 
8.8185456 

9.5448325 

-0.6697125 




-5.209596 

-00 
9.4826091*1 

9.5428595 
9.1413123 

8.8679751« 

6.6608140 

6.0662541 




- 6.712084 
9.2677262 
9.7368967 
9.3134677 
9.0403856*1 
6.831 1084 
6.2364582 




-18.91 2031 
9.582I65I 

8.9591597 

8.6882375*1 
6.4607609 

5.8653361 


IV 


-17.814779 
9.2431447 
8.9756781». 
6.7185195 
6.1219414 




-0.195969 
- 00 
9.7654952 
9.0731376 




-25.725322 
9.6058052 
8.8185456 




-2.752735 
9.5448325 




-0.6697125 




-5.209596 


- c» 
- 6.712084 


9.4826091*1 
9.2677262 
-I8.9I203I 


9.5428595 
9.7368967 
9.5821651 

-17.814779 


9.1316160 
9.3037701 
8.9494507 
9.2334183 
-0.069403 


8.8679751*1 
9.0403856». 
8.6882375». 
8.9756781*1 
8.9326180 
-25.725322 


8.4614602*» 
8.6336443« 
8.2795787« 
8.5639410*. 
-00 

9-5957971 
-2.879301 


6.0662541 
6.2364582 
5-8653361 

6.I2I94I4 
9.2788864 
8.8x85456 
9.50I76I8 
-0.6697x25 




-5.209596 
8.2327614 
9.4826091« 
9.5423382 
9.1316160 

8.8679751« 
8.4614602*) 
6.0662541 




- 6.685334 
9.3090419 

- 00 

9.3209889 

9.0578317« 
8.6508891*1 
6.2519929 




-18.91203 1 

9.571 1790 

8.9494507 

8.6882375*. 

8.2795787*» 

5-865336t 


VI 


-17.841529 
9.2071 107 

8-9497134« 
8.5376731« 
6.0927806 




-0.069403 
8.9326180 

-00 
9.2788864 




-25.725322 

9.5957971 
8.8185456 




-2.879301 
9.5017618 




-0.6697125 




-5.209596 


8.2327614 

- 6.685334 


9.4826091»» 

9.3090419 
-18.91 2031 


9.5423382 

-00 
9.5711970 
-17.841529 


9.1316160 
9.3209889 

8.9494507 
9.2071107 
-0.069403 


8.8649620*. 
9.0548216*1 
8.6852390». 
8.9467377« 
8.9325534 
-25.732125 


8.4800927*» 
8.6695396». 
8.2983018H 

8.5565399« 
7. 1694 106 

- 00 


6.0662541 

6.2519929 
5.8653361 

6.0927806 
9.2788864 
8.7807601 




-5.209596 
8.2327614 

9-5957657« 

9.3832166 

9.1316160 

8.86496201t 

8.4800927*1 

6.0662541 




- 6.685334 

9.2886524 
8.7852532 
9.3209889 

9.0548216*1 
8.66953961» 
6.2519929 




-19.028926 
- 00 
8.5646601 
8.2953514*. 
7.9127502*1 
5.5173043 


vm 


-17.724634 
9.2561513 
8.9952133« 
8.605495 1" 
6.1464199 




-0.069403 

8.9325534 
7.1694106 
9.2788864 




-25.732125 
-00 
8.7807601 


-2.872498 
-2.872498 
9.5032483 


9.5032483 

-0.6697125 




-0.6697125 




-5.198358 


8.0624015 

- 6.685334 


-00 
9.2895631 
-19.040164 


9.3830402 
8.7852532 
7.8379658 
-17.724634 


9. 12807 II 
9.3209889 
8.60791 18 
9.2561513 
-0.069403 


8.8614377« 
9.0548216*1 
8.3388564H 
8.9952133« 
8.9325534 
-25.732125 


8.4765508». 
8.6695396». 
7.9560387»» 
8.6054951». 
7.1694106 

-CO 

-2.872498 


6.0625660 
6.2519929 
5-5588743 
6.I464I99 
9.2788864 
8.7807601 

9.5032483 
-0.6697x25 




-5.198358 
8.0624015 

- c» 

9.3830402 
9.I2807II 

8.8614377« 
8.4724693*1 
7.6117195« 




- 6.685334 
9.2895631 
8.7852532 
9.3209889 
9.0548216« 

8.6654562*1 
7.8048075*» 




-19.040164 
7.8379658 
8.60791 18 
8.3388564*. 
7.9519666*. 
7.0907277*1 


X 


-17.724634 
9.2561513 
8.9952133« 
8.6013902». 

7.7418597« 




-0.069403 

8.9325534 
8.4015386*1 

9.2750458 




-25.732125 
7.9279048« 
8.7764414 




-2.917653 

- CO 




-0.6245571 



III 



vn 
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-5.X9370I 


8.1044384 
-6.685334 


6.1229420 
9.2895631 
-19.040164 


-00 

8.7835847 
7.8378851 
-17.729291 


9.1390913 
9.3209889 
8.6079 II 8 
9.2497915 
-0.069403 
-0.069403 

8.9325534 
84015386« 

9.2750458 


8.8726026« 
9.0548216« 
8.3388564« 
8.9889359» 
8.9325534 
-25.732125 


8.4835107« 
8.6654562« 
7.9519666« 

8.5950427» 
8.40x5386« 
7.9279048» 

^.917653 _ 
-2.917653 

-00 


7.6227918» 

7.8048075« 

7.0907277« 

7.7355298» 

9.2750458 

8.7764414 

-00 

-0.6245571 
-0.6245571 


-5.I9370I 

8.1044559 
5.8308663« 

-00 

9.1 390913 
8.8726026» 

8.4835107» 

7.6227918« 


-6.682265 
-00 
8.7843058 
9.3222583 
9.0560823» 
8.6667244« 
7.806073^» 


-19.043233 
7.7727854 
8.5709780 
8.3016657« 
7.9149963» 
70537050»» 


-17.729291 
9.2497915 
8.9889359» 
8.5950437» 
7.7355298« 


-25.732125 
7.9279048« 
8.7764414 


-5.I9370I 


7.9213989 
-6.688929 


5.8308663« 
7.0721910*» 
-i9.043233_ 
-19.043233 
7.7727854 
8.5475500 
8.3016657« 

7.9149963» 
8.0756855« 


-00 
8.7418549 
7.7727854 
-17.729291 


9.1401433 

- 00 

8.5707596 

9.2542654 

-0.062739 

-0.0055849 

8.9813641 

8.4068029*1 

-00 


8.8726026» 
9.0661099» 
8.3016657« 

8.9889359« 
8.9136253 
-25.732125 


8.4835107« 
8.6589586» 


7.6227918« 
8.0923392« 


-5.193701 

7.9213989 
5,8308663» 

- 00 

9.1 169365 


-6.688929 
7.0721910»» 
8.7418549 
7.5558490« 


7.9149963»; 7.0537050« 
8.5950427« 7.7355298« 
8.4259813»! 9.2743592 
7.9279048«' 8.7764414 


-17.729291 

9.23 107 15 
8.9889359« 

8.5950427» 
8.7590386« 


8.8726026»; 9.0661099« 
8.4835107» 8.6589586« 
8.6450432« 8.0731608« 


-25.732125 
7.9279048« 
8.5231203 


-2.917653 


-00 


-2.917653 
7.889491 1 


-0.6245571 

-0.68I7III 


-5.I9370I 


7.9213989 
-6.688929 


5.8308663« 
7.0721910»» 

-19.043233 
-19.043233 

7.7471943 
8.54807x2 
8.3016657» 

7.9149963« 
8.0756855« 


7.0993934» 
8.7421066 

7.7471943 
-17.730926 


9.1169165 
7.4865769« 
8-5482301 
- 00 ' 


* 8.8726026*» 
9.0661099« 
8.3016657« 
8.9929959« 


8.4835107« 
8.6589586» 
7.9149963« 
8.5923101« 
8.4x31700« 
7.9279048» 
-2.917653 


8.6450422« 
8.0731608» 
8.0756855« 
8.7590186« 
6.74x4955» 

8.5231203 
7.889491 1 

-0.68I7III 


-5.197000 
7.9252646 
6.98I42I8« 

7.0992555» 

-00 

8.8861699« 

8.4739618» 

8.6447676« 


-6.688929 
7.072 1910» 
8.7421066 

7.4555758» 
9.0661099» 
8.6589586« 
8.0731608» 


-17.730926 
5.5007496« 
8.9929959» 
8.5923101» 
8.7590186» 


-0.0039502 

-0.0006512 

8.9682484 


8.9770787 
-25.732125 


-25.732125 


8.4257163» 
7.221 1569« 


7.9279048» 
8.523x203 


-2.917653 
7.889491 1 


-0.681 71 II 


-5.197000 


7.9488712 
-6.688216 


6.9814218» 
7.0246305» 
-19.043233 


7.0992555« 
8.7468047 

7.7471943 
-17.730926 


- 00 

7.5344157« 
8.5480712 

5.5007496» 
-0.0006512 


8.88587x1» 

-00 
8.3018142» 

8.9914950» 
8.9681587 
-25.732838 


8.4739618*» 

8.6584571» 
7.9149963« 
8.59231 Ol« 

8.4257163« 
7.94x9617« 

-2.917653 


8.6447676« 
8.0805723« 
8.0756855« 
8.7590186« 
7.221 1569« 
8.5221689 

7.889491 1 

-0.68I7III 


-5.197000 
7.9488712 

6.98I42I8» 
6.4977904» 

-00 

8.8859254» 
8.4739618« 
8.6447676« 


-6.688216 
7.0246305« 
8.7467721 
7.5344157» 
6.8350084 

8.6584571» 
8.0805723« 


-19.043233 
7.7658371 
8.5480712 
8.3002952« 
7.9149963« 
8.0756855« 


-17.729726 
7.0682794« 

-00 
8.5910855« 
8.7620595» 


-0.0006512 
8.9681243 
8.4257163« 
7.22 II 569» 


-25.734038 
7.9650890» 
8.5128573 


-2.917653 
7.8894911 


-0.681 71 11 


-5.197000 
-5.I967I2 
7.9487408 
6.9459023» 
6.4978093« 
6.4435413» 

-00 

8.4734599» 
8.6459634» 


7.9488712 
-6.688216 


6.9814218» 
7.0246305« 
-19043233 


6.4977904» 

8.7467721 

7.7658371 
-17.729726 


6.4435443» 
7.5340995» 
8.5471811 
7.0682766» 
-0.0003180 
-0.0003180 
4.01 691 31» 
8.4262561« 
7.1893174» 


8.8859226» 

6.8427845 
8.3030580« 
4.6258983 
-00 
-25.734371 


8.4739618« 
8.6584571» 

7.9149963» 
8.5910855» 

8.4262561« 

7.9605331« 
-2.917653 


8.6447676« 
8.0805723« 
8.0756855« 

8.7620595« 

7.1893174» 
8.5129346 
7.889491 1 

-0.68I7III 
-0.68I711I 


-6.688216 
7.0246305« 
8.7467721 

7.5340995» 
6.8630613 
8.6584571« 
8.0805723« 


-19.043233 

7.7658371 
8.5471811 
8.3031326« 

7.9149963« 
8.0756855» 


-17.729726 
7.0682766» 
4.4839622 
8.5910855« 
8.7620595» 


-25.734659 
7.9658017» 
8.5107231 


-2.917653 
7.8894911 


-5.I967I2 


7.9487408 
-6.688216 
-6.687933 
7.0124506« 

-00 
7.5348472» 
6.8633954 
8.6603248» 

8.0873403» 


6.9459023» 
7.0246305« 
-19.043233 


6.6671926» 
8.7464518 
7.7628180 
-17.729922 


6.4435413» 
7.5340995» 
8.547181 X 
7.0702 161» 
-0.0003180 
-0.0003180 
4.0169131« 
8.4262561« 
7.1881989« 


-00 
6.8630613 
8.3031326« 
6.0529778 
4.0x69131« 
-25.734659 


8.4734599« 
8.6584571» 
7.9149963« 

8.5907901» 
8.4262561W 

7.9658017» 
-2.917653 


8.6459504» 
8.0873458» 

8.0764041» 

-00 

7.I88I989« 

8.5107205 

7.8968351 

-0.681 5 146 


-5.I967I2 

7.9486206 

6.9459023n 

6.7072332» 

6.4435413» 
-00 

8.4734599» 
8.6459504» 


-19.043233 
7.7632132 
8.5471811 
8.3031326« 
7.9149963» 
8.0764041« 


-17.730205 

7.0637795» 
6.0385693 

8.5882134» 
5.7907448 


-25.734659 
7.9658017« 
8.5107205 


-2.917653 
7.8968351 


-0.681 5 146 
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xm 
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-5.X96712 


79305798 
-6.688488 


6.9459023« 
7.0525953« 
-19.043233 


6.7072332« 
6.6720687« 
7.7632132 
-17.730205 


6.44354x3" 
7.5740193" 
8.547I8II 
7.0637795« 

-0.0003180 


-00 

6.7909568 
8.3031326« 
6.0385693 
4.0I69I3IM 

-25.734659 


8.4749985« 

- 00 

7.9143044« 
8.588I8I4« 

8.4255471« 
7.9661857« 

-2.917098 
-2.917098 

7.92041 12 


8.6459504H 

8.0838974* 
8.0764041» 
5.7907448 
7.18819891« 
8.5107205 
7.9048964 
-0.6815146 




-5.197146 

7.9244583 
6.9998633« 
6.7066963« 
6.4665409» 
6.5019315 
8.4738309»» 
-00 




-6.688488 

7.0525953" 
6.6720687« 
7.5740193« 
6.7909568 

-00 
8.0868565« 




-19.043233 
7.7632132 
8.5471811 
8.3031326« 
7.9143044« 
8.0760680« 


XXIT 


-17.730205 
7.0637795« 
6.0385693 
8.5881814« 
5.8244924 




-0.0003180 
4.0169131« 

8.425547 X« 

7.1874112« 




-25.734659 
7.9661857« 
8.5106997 




-0.6810805 




-5. 197 146 


7.9244583 
-6.688488 


6.9998633« 
. 7-0525953« 
-19.043233 


6.7685208» 
6.6720672« 
7.7616003 
-17.730307 


6.4665409« 

7.5740193« 

8.547x811 

7.0891490« 

-0.0003180 


6.50193x5 

6.7909568 

8.3031326« 

5.9298904 

4.0I69I3IH 

-25.734659 


8.4738100« 

4.0895996 

7.9151042« 

-00 

8.4254962« 

7.9661976« 
-2.916996 


-00 
8.0868565» 
8.0760680» 
5.9470919 
7.1874112» 

8.5106997 

7.9204006 

-0.6810805 




-5.197146 
7.9244583 
6.9996271« 
6.7685208« 
6.4692767« 
6.5019315 
8.4738100« 
-00 




-6.688488 
7.0499155« 
6.6720672« 
7.5742605« 
6.7909568 
4.0895996 
8.0868565« 




-19.043297 
7.7617705 
- 00 

8.303x319" 
7.9124918« 

8.0759634« 


XXVI 


-X 7.730307 




7-o8535oi«;-o.ooo2536 




5.9298904 

-00 
5.9470919 


5.5825487« 
8.4257436« 
7.X935877" 


-25.734659 

7.9661976« 

8.5x06997 




-2.916996 
7.9204006 




-0.6810805 




-5.197146 


79244583 
-6.688488 


6.9996271« 
7.0499155« 
-19.043297 


6.7685208»! 
6.6720672« 
7.7617705 
-17.730307 


6.4692767« 

7.5742605« 

-00 

7.0853501« 
-0.0002536 


6.50I93II 
6.80I92I6 
8.3027984« 

5.9293051 
5.5589769« 
-25.734700 


8.4738100« 
4.0895996 

7.9124918« 

-00 

8.4257436« 

7.9667025« 
-2.916996 
-2.916608 

7.9x97381 


3.6137604 
8.0868277» 
8.0769099« 
5.9476312 
7.1936010R 
-00 

79x97754 
-0.6810393 




-5.197534 
7.9244221 
7.0436656« 
6.7684838« 
6.8078898« 
6.2938190 

-00 
6.0371524 




-6.688488 

7.0499155« 

6.6720672« 

7.5742605« 

6.8019216 

6.0353007« 

8.0868277H 




-19.043297 
7.7617705 

-CO 

8.3027984« 
7.9117614« 
8.076909911 


xxvra 


-17.730307 
7.0853501« 
5.929305 X 
4.8842565 
5.9476312 




-0.0002536 

5.5589769« 
8.4256439« 
7.1 936010« 




-25.734700 
7.9668599« 

-00 




-0.6810393 




-5-»97534 


7.9244221 
-6.688488 


7.0436656« 
7.0499155« 
-19.043297 


6.7684838« 
6.6720672« 
7.7617705 
-17.730307 


6.8078717« 
7.5741277« 
5.8725107 
7.0853570« 

-0.0000102 


6.2938190 
6.80I92I6 
8.3027984« 

5.929305 X 

5.6850757 
-25.734700 


4.7686391« 
6.1545481« 

7-9X17433" 
4-5390374« 

-00 

7-9668573« 
-2.9 1685 1 
-2.91 6851 

7-9x89739 


6.0371524 
8.0868277» 
8.0769099» 
5.9476312 
7.2142052» 
-00 

7-9x89739 
-0.6810393 




-5-197534 
7.9244221 

7.0438954" 

6.7684838« 

6.8078717« 

6.2864278 

4.7686391« 

6.0371524 




-6.688488 
7.0506492» 
6.672067211 
7.574i277n 
6.7996064 
6.i54548in 
8.086827711 




-X9043237 
7-7617493 
5.8716614 

-00 
7.9102591« 
8.0769079« 


XXX 


-17-730307 
7.0853570« 

6.0099487 
4.5390374« 




-0.0000102 

5.6870758 

- 00 




-25.734760 
7.9680018« 
5-554x853« 




5.9476312 1 7.2142052« 


-K).68i0393 




-5.197534 


7.9244326 
-6.688513 


7.0438954« 
7.0599279« 
-19-043237 


6.7684838« 
6.6718997« 
7-76x7493 
-17.730307 


6.8078717« 
7.5745x21« 
5.87I66I4 
7.0853570« 


6.2864278 
6.7995553 

- 00 

6.0099487 
5.6870758 
-25.734760 


4.7686391« 
6.0999248» 
7.9102591» 

4.5390374» 
-00 

7.9680018« 
-2.91685 1 
-2.916851" 

7.9192647 


5.9630710 

-00 
8.0768239» 
5.9522864 
7.2121773» 
5.5694490» 
7.9189882 
-0.6810143 




-5-197534 
7.9244326 

7.0438719« 

6.7684838« 

6.8078717« 

6.2864278 

4.7686391« 

5.9664579 




-6.688513 
7.0599278« 
6.6718997« 
7.5745121« 

6.7995553 

6.0999248« 

3.8728262 




-19.043246 
.7.7617535 
58654339 
2.3823473« 
7.9099709« 
-00 


xxxn 


-X 7.730307 


-0.0000102 




7.0853570« 
6.0099487 
4.5390374« 
5.9336907 


-0.0000102 

5.6870758 

-00 

7.2I2I90IM 




-25.734760 

7.9680018« 

5.5694489« 




-0.6810049 




-5.197534 


7.9244326 
-6.688513 


7.04387x9« 
7.0599278« 
-19.043246 


6.7684838« 
6.6718997« 

7.7617535 
-17.730307 


6.8078717« 

7.5745x21« 
5.8654339 


6.2864224 

6.7995200 

4.5228506« 


4.7744254« 
6.1008093« 
7.9099709» 

4-5442356« 
2.2968015« 
- 00 
-2.916848 


5.9664579 

3.8728262 

- 00 

5-9336907 
7.2121901» 
5.5279627« 
7.9192655 




-5.197487 




-00 


-6.688560 




70463973« 7.0575558« 
6.7704320« 6.6688249« 
6.8219356«, 7.5740861« 


-19.043246 
7.7617535 
58654339 
4.5228506« 

7-9099709« 
-00 


7.0853570« 6.0099427 


XXIV 


-X 7.730307 

7.0853570« 
6.0099427 
4.5442356« 
5.9336907 


-0.0000102 


5.6870758 




-0.0000102 

5.6870758 

2.2968015« 
7.2I2I90I« 


-25.734763 




6.2943199 

4.8234386« 

5.9664708 


6.7987615 

6.1006869« 

3-35x1492 


-25.734763 

-00 

5.5279627« 




-2.916848 
7.9192655 


-0.6810049 




-0.6810049 



XXXIII 
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XIX VI 



-5.197487 


-00 

-6.688560 


70463973« 
7.0575558« 
-19.043246 


6.7704320»» 
6.6688249»! 

7.7617535 
-17.730307 


6.8219356»» 
7.5740861»! 

58654339 
7.0853570», 
-0.0000102 


6.2943199 
6.79876X5 
4.5228506»» 
6.0099427 
5.6870758 
-25.734763 


4.845296ln 
6.1006868»» 
79099679« 


5.9663518 

33870559« 
5.4797861»! 


-5.197487 

-00 

7.0463986»» 
6.7704320». 
6.8219356». 

6.2943199 

4.8090453»» 

5.9663518 


-6.688560 
7.0575799», 

6.6688249»! 

7.5740861»! 
6.7987615 

6.0987003»! 

3.3870559« 


-19.043250 

7.7617533 
5.8654518 
4.5228423»» 

- OD 
5.4797860»» 


4.5820767»» 


5.9336219 • 


-17.730307 
7.0853570!! 
6.0099427 
4.8281487»! 
5.9336219 


4.7805820 1 7.2121871»» 
3.0977779 ' 55279597« 


-0.0000102 
5.6870758 
4.7779126 
7.2121871»! 


-25.734763 
3.1035640 

5.5279597« 


-2.916879 


- 00 
-0.6809741 


-2.916875 
2.1822172 


-0.6809741 



XXXV 



Das letzte System giebt aufgelöst das folgende Resultat: 



logc^ 



n -f- ff 

5n+a 

vm 
n+a 

^io»i4>a 
vm 

vm 
*'ia»«+c 

<^i6»i+a 



12 


13 


15 


14 


9 


16 1 II 


10 


+5''i97487 


+6':688562 


+ 19 '043276 


+i7':730282 


+o'.'ooooo4 


+25'.'734763 


+2'.'9i6875 


+o':68o978 


10.0000000 


3.2030628 


5.9040621 


5.6760046 


6.1062628»! 


4.9817954« 


4.4508838»» 


5.3040220 


3.3820675»» 


9.9999999 


5.9649557 


5.6306663 


6.7487495« 


5.5189618»! 


5.5221375« 


4. 186 1487»» 


5.9051839« 


5.9658254»! 


9.9999958 


7.6434873 


4.5884121 


3.7006467 


1.3763760 


4.2132169»» 


5.6728402»! 


5.6269154»! 


7.6434881», 


9.9999958 


5.8365848»! 


5.1067228« 


3.6562209»» 


4.6868057 


6.1060866 


6.7487486 


4.6140876»! 


5.8365875 


9.9999987 


4.2777230»! 


4.3221 156»! 


7.3790629 


4.9817819 


5.5189691 


3.7438132»» 


5.1067110 


4.2738300 


10.0000000 


1.6641114 


4.1275377« 


44509188 


5.5221520 


1.0355821»» 


3.6578286 


4.3181520 


1.7597011« 


10.0000000 


2.1217210 


5.3105626»» 


3.2856585 


4.2210545 


4.7006892»» 


7.3790664»! 


4.1290723 


1.9123353« 


9.9999988 



Diese Werthe in die Vereinigung aller Substitutionen, nänilich in das 
System 



VIII 

CI6 



C9 

Cio 
Cit 

CI4 

fi6 



9.9300331 


9.7193944« 


8.3958053 


8.0297215 


7.77I8I05 


6.2488012 


7.6837978« 


7.4124918». 


9.5939744 


9.7797895 


9.8123867». 


9.3920I5I« 


8.3940896 


6.1557746 


8.0485114*1 


7.9742809»» 


9.5389762 


9.7775507 


9.8442456 


9.2525047 


8.4777305 


7.9630246 


8.0889406»» 


8.0501492»» 


8.4275725 


8.6890974 


9.4766652»» 


9.9787610 


8.0287876 


8.0455195 


7.50I5I83»» 


7.5798145« 


8.3600120»» 


8.4092559« 


6.0361285»! 


7.3606797», 


9.8933952 


9.7266469», 


9.2502234»! 


9.4259885»» 


8.2702935». 


8.3654251« 


7.5577078« 


8.1996358« 


9.6972843 


9.9273036 


8.9648808», 


9.2139209»» 


7.8626221 


7.7159148 


6.1407357 


6.8289592 


9.3688949 


8.2435593« 


9.9864686 


8.8641753 


6.3101655 6.3520584 


5.2760649 


5.9IOI720 


9.4609421 


7.3771866»» 


9.1498799»» 


9.9762787 



eingesetzt, ergeben schliesslich: 



n+a 


9 


10 


II 


12 


13 


14 


»5 


16 


Sn^a 


+o'.'ooooo4 


+o'.'68o978 


+2':9i6875 


+5"i97487 


+6':688562 


+i7'.'730282 


+ 19^^3276 


+25':734763 


logC9 n+« 


7.7855934 


7.4070624»» 


7.6824449». 


9.9300323 


9.7193938« 


8.0348724 


8.3953252 


6.2703258 


Cio»»-fa 


8.3878942 


7.9712205»! 


8.0493298»! 


9.5940480 


9.7798500 


9.3969326»» 


9.81 15977», 


6.0872550 


Ciin+a 


8.4724517 
8.0251849 


8.047 132 1»» 


8.0896852»» 


.9.5389001 


9.7775104 


9.2600075 


9.8438034 


7.9618352 




7.5762393», 


7.5018133»! 


8.4272606 


8.6890406 


9.9781569 


9.4826820»» 


8.0449629 


Cisn+a 


9.8937571 


9.4229264»» 


9.2502252»! 


8.3581151». 


8.4021 710»» 


7.3519796»« 


6.0259053», 


9.7266475« 


fi4H+a 


9.6976400 


9.2107484»! 


8.9648818»! 


8.2685226», 


8.3596746» 


8.1988606»! 


7.5500294»! 


9.9273036 


«'15«+« 


9.3685648 


8.8674858 


9.9864683 


7.8644585 


7.7293027 


6.8398137 


6.1320545 


8.2435742»» 


Ci6n+a 


9.4575212 


9.9765947 


9.1498818»» 


6.3451140 1 6.5825188 


5.9841 158 


5.2776079 


7.3770559« 
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Die strengen Werihe der ersten Golumne sind: 

o''oooooo 

7-7855931 
8.3878942 

84724517 

8.0251850 

9.8937571 
9.6976397 
9.3685645 
9.4575208 

Wir werden im Folgenden von diesen strengen Werthen Gebrauch 
machen. Die Controlen sind auch bei dem zweiten Theilsysteme ganz ebenso 
gerechnet worden, wie bei dem ersten. 

3- 
Vorbereitungen für die transformirte Form der Störungsfunction. 

Da die Störungsfunction direct als Reihe nach den w^x dargestellt worden 
ist, besteht unsere nächste Aufgabe darin, diese von den Xx, y» abhangigen 
Ausdrücke durch die entsprechenden aus den Ux, v^ gebildeten Complexe 
zu ersetzen. 

Es sei also, mit Wiederholung der bereits früher eingeführten Bezeichnung, 

^^xx = — r- ^xx = — — 

9x 9x 

iOxX = tßxx = ^ T ^ ) 

9x9x 9*9^ 

und ferner 

— Cx;i = qxXj 

so erhalt man durch die orthogonale Substitution die folgenden Werthe: 

^xx =SttS'' (?x.tt?2y + qx^qxfi) ^ftv =Sf* 9>cfiSf* '^^ Qif^Sf* 

Sämmtliche qan+fi und qn+aß sind gleich Null; die Werthe der übrigen 
q^x stellen wir nach den Resultaten des vorigen Paragraphen in der folgenden 
Tabelle zusammen. 
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Jog^xX + 


10 










A = , 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


X= I 


5.4449140 8.7413761« 


8.8769555 


9.5778812« 


12.0974983 


9.4722458 


8.2841 183 


6.9051429 


2 


6.1765492« 9-6774127 


9.7835343« 


9.4841842 


10.7403760 


9.3 1043 12 


8.2803357 


7.0868148 


3 


6.7603042 ! 9.65I45IOM 


9.6796222 


9.3823507 


10.5533513 


9-31 18323 


8.3061482 


7.1521378 


4 


7.5671464 ; 10.2019379 


10.3056865 


8.6429467 


9.7762514 


9.3748942 


8.4298666 


7.35651 16 


5 


7.5470358«! 4.8774920»» 


5.7012939" 


6.2320510« 


7.786195 1». 


9.7394522 


8.8322084 7.8209647 1 


6 '8.0382302 i 6.1749664« 


6.6609638« 


6.2482038« 


7.7382576»» 


9.6358084 


8.7916729 


7.8734415 


7 6.6131664«' 4.9101450 


5.4228800 


5.6278413 


7.3661233 


9-7497632« 


9.9805543 


9.1911041 


8 154850573*» 


3.7741452 


4.2838 114 


4.2283829 


5-5509195 


8.3273845 ' 9.0178101« 


9.9963868 




Ä = 9 


10 


II 12 1 13 1 14 


15 


16 


x = 9 


7.7855931 


8.0093635»! 8.3693035m;io.i696242 '11.8275578»! 


9.9469190 


9.9782966 


7.9422535 


10 


7.7855931 


7.97i22o5»i( 8.1338873»! 9.2313388 


II. 2857129 


10.7066781« 


io.792268ow!7.i5688i6 


II 


7.7855931 


7.9625746»i| 8.0896852,»! 9.0916334 


11.1988158 


10.4851955 


10.7399162 8.9469043 


12 7.7855931 


7.9389485« 7.9490800»,' 8.4272606 


10.5576127 


II. 65061 16 


10.8260615« 9.4772987 


13 1 7.7855931 


7.9170635«' 7.8289198« 


6.4895430« 


8.402 17 10« 


7.1558622« 


5.5007i27«|9.29O4ii2n 


1417.7855931 


7.9010029« 7.7396938« 


6.5960679t! 


8.5557920« 


8.1988606« 


7.2209542»» 


9.6871847 


15' 7.785593» 


7.8868155 1 9.0903555 


6.5210790 


8.2544953 


7.1688889 


6.1320545 


8.3325305« 


16 17.7855931 


8.9069681 8.1648127« 4.9127782 


7.0187551 


6.2242347 


5. 18865 16 


7.3770559« 



Obwohl nun die Störungsfunction allein von den w^x abb&ngt, werden 
wir es im Folgenden doch vortheilhaft finden, auch die 



(fxX = 



^xyx — Vx^x 



V^xA = 



UxVx — V^Ux 



Qxffx 9x9x 

in die Entwickelung für die Störungsfunction einzuführen. 
Die Transformation der q)jex wird durch die Formel 

g>xx =Sf^'' (^xiiqxt — qxvgxfi) ipfxv 

bewirkt. Die Berechnung der CoeflTicienten dieser Formel macht nur wenig 
neue Arbeit, da hier nur die Differenzen der zwei Ausdrücke auftreten, 
deren Summen zur Transformation der w^x gebraucht werden. 

Der Uebergang von den in der Störungsfunction vorkommenden q)jfX 
auf die Ojtx und von den xp^x auf die tffxx kann jederzeit leicht durch An- 
wendung der Identitäten 

ausgeführt werden, wobei jedoch zu beachten ist, dass die Functionen co, ^ 
noch den Factor 2 erhalten müssen, wenn die beiden Indices einander gleich 
sind. 

In der folgenden Tabelle geben wir zuerst die Resultate der Berechnung 
der Transformationscoefficienten für die w«^, tOn+an+^j (paß, (pn+an+ß ao- 
Die Rechnungen sind mit sechsstelligen Logarithmen ausgeführt und sorgfältig 
controlirt erstens durch die Formel 

und sodann durch die Substitution der Transformationsrormeln für die io^x 
in den Ausdruck 
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der dadurch identisch gleich 

werden muss. Es wurden bei dieser letzten Controle, die die Rechnungen 
des vorigen Paragraphen nochmals scharf prüft, nirgends grössere Differenzen 
gefunden, als zwei Einheiten der letzten bei Anwendung sechsstelliger 
Logarithmen verbttrgbaren Stelle. 

Die Grössen Wan+j? kommen nur in der Verbindung (Oan-^a — Wafi+/? 
vor und die Transformation dieser Ausdrücke wird zweckmässig nach der 
Formel 

ausgeführt, in der der zweite Factor, da der Coefficient von f ^ verschwindet, 
nur sieben Glieder enthalt. Die Transformationsformeln für die Verbindungen 
enthalten also nur 56 Glieder, wahrend die für die lOan+p aus 64 Gliedern 
bestehen. Die Coefficienten qn+an+y — qn+ßn^y erhält man sofort aus den 
an entsprechender Stelle stehenden sieben ersten Coefficienten der Trans- 
formationsformeln für die (pn^an-^p durch Multiplication mit dem Werthe 

, oder indem man zu den Logarithmen jener Coefficienten 2.214407»» 

addirt. Controlirt wurden die Transformationsformeln für die iiap dadurch, dass 
die Producte aller Coefficienten den Prodncien JJyqly'JJy{qn+an+y — ?n+/?«+y)* 
gleich sein müssen. 

Ferner treten im Ausdrucke für 2R die Verbindungen 

auf, die mit den Transformationsformeln für die einzelnen (On+an+p zu ver- 
wandeln unvortheilhaft sein würde. Es ist vielmehr zweckmassig, diese 
Verbindungen nach der Formel 



^afi =^Y^ ^ {q„+an+Y — qn+pn+Y){qn+an^d — 9n+/9n+d) ^n-^yn+d 
= Y (^Y {qn+an+Y — 9ti+|9«+y) ^n+yj 

zu transformiren, um so mehr, als die Coefficienten bereits bei der Ver- 
wendung von iiap gebraucht worden sind. 

Die folgende Zusammenstellung enthalt alle nöthigen Transformations- 
formeln; jedoch sind, um Wiederholungen zu vermeiden, die Formeln für 
die (Daß an dieser Stelle bei Seite gelassen worden; sie werden spater in 
dem transformirten Werthe für 2 R aufgeführt werden. Die Logarithmen der 
Coefficienten sind sammtlich um 20 vermehrt worden. 
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Wn = 


öla2 = 


a»33 = 


»44 = 


0)55 = 


«66 = 


«77 = 


(ü88 = 


niii 


10.889828 


12.353098 


13.520608 


15.134292 


15.094072 


16.076460 


13.226332 


10.9701 14 


Wia 


1 4.1 86290 n 


15.853962« 


16.41 1755« 


17.769084 


12.424528 


14.213196« 


11.523311« 


9.259202« 


W13 


14.321869 


15.960083 


16.439926 


17.872832 


13-248330 


14.699194« 


1 2.036046 n 


9.768868« 


W14 


1 5022795 n 


15.660733« 


16.142655 


16.210093 


13.779087 


14.286434« 


12.241007» 


9.713440« 


W.5 


17.542412 


16.916925« 


17.313655 


17.343397 


15.333231 


15.776488» 


13.979289» 


".035976» 


ari6 


14.917160 


15.486980« 


16.072136 


16.942040 


17.286488« 


17.674038 


16.362929 


13.812441« 


10x7 


13.729032 


14.456885« 


15.066452 


15-997013 


16.379244« 


16.829903 


16.593720« 


14.502867 


roi8 


12.350057 


13.263364« 


13.912442 


14.923658 


15.368001« 


15.911671 


15.804270« 


15.481444« 


W99 


17.482752 


19.354826 


19.302902 


20.403876 


9-754984 


12.349932 


9.820290 


7.548290 


»»3 


I7.6i833in 


19.460947« 


19.331073'» 


20.507624 


10.578786 


12.835930 


10.333025 


8.057956 


tü24 


18.319257 


I9.161597 


19.033802« 


18.844885 


11.109543 


12.423170 


10.537986 


8.002528 


ro,s 


20.838874« 


20.417789 


20.204802« 


19.978189 


12.663687 


13.913224 


12.276268 


9.325064 


1526 


18.213622»» 


18.987844 


18.963283« 


19,576832 


14.616944« 


15.810774" 


14.659908»! 


12.101529 


«27 


17.025494« 


17.957749 


17.957599»» 


18.631805 


13.709700« 


14.966639« 


14.890699 


12.791955« 


Wa8 


15,646519« 


16.764228 


16.803589»! 


17.558450 


12.698457« 


14.048407« 


14.101249 


13-770532 


W33 


17.753910 


19.567068 


19.359244 


20.611372 


11.402588 


13.321928 
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18.443077»» 
17.524864»! 

15.411606 

16.990985« 

19.315627 

18.47143 Jl 
17.553142 

16.836885»} 

19.018310 

18.174128 

17.255853 

20.189474 

19.345241 
18.426918 

17.595751 
16.963015 

15.801739 


16.264606« 
16.292822 
15.955624 
17.166913 

16.379314« 

16.747359 

15.954228 

15.197421»! 
15.321902»» 

17.029533»» 
19.401211 
19.632005»! 
18.842555»» 

15.143403 
17.007067 

19.429394« 

19.660175 

18.870726 

16.61 1295 

19.132142»» 

19-362903 

18.573454 

20.303217« 

20.533899 

19.744452 

19.316877 
18.513685 

17.251634 


15.136497« 

15.164712 

14.867465 

16.038489 

15.267216 

15.773615 
16.756724 

14.059111»» 

13.95504^« 

15-256750« 

17.978841« 

18.669261 

19.647838« 

13538430 

15.005625 

18.006989 

18.697432« 

19.676009 

14.402434 

17.709706 

18.400162« 

19.378738 

18.880693 

19.571162« 

20.549738 

18.338299« 

19.308155 

18.305723 


17.748972 
17.852711 
16.188213 
17.318608 
17.456560 
16.538619 
15.511201 

15.811437« 

16.433459« 

17.987932« 

19.941391 

19.034147 

18.022904 

16.534946« 

18.090824»! 

20.045143 

19.137898 

18.126655 

I6.22I915« 

18.383127 

17.475822 

16.464490 

19.517618 

18.610215 

17-598738 

17.127860 

16.508628 

15.375537 


18.240182« 

18.343949« 

16.681768»! 

17.815824« 

16.997055« 

15.815351« 

14.441374 

16.630269« 

16.439893« 

17-935718« 

19.837768 

18.993629 

18.075391 

16.528753»» 
18.033068« 

19.941548 
19.097401 

18.179157 

16.129552» 

18.279714 

17.435380 

16.516920 

19.414236 
18.569650 
17.650900 

17.483170 
16.897079 
15.780945 


16.815106 

16.918903 

15.259869 

16.404350 

17.296049« 

17.549057 

16.758956 

I5.4IO181 

15.827476 

17.567490 

19.951702« 

20.182492 

19.393042 

15.927597 

17.670344 

20.055451« 

20.286240 

19.496790 

15.885100 

18.392887»! 

18.623489 

17.834045 

19.526726« 

19.756757 
18.967330 

19.383494 
18.580811 

17.302113 




948 = 


<3P56 = 


<3P57 = 


qP58 = 


9^67 = 


9)68 = 


978 = 


«^13 
V14 
V'iS 
V16 
1^X7 
V'xS 

V'a3 

^«4 
V»S 

V28 

V'34 
V'3S 

V38 

V4S 
V'46 
V'47 
V'48 

V'SÖ 

V58 
V'67 

^^78 


15.687015 

15.790793 

14.130019 

15.264420 

15.932890 

16.584027»» 

17.563541 

14.269139 

14.426088 

15.750124 

18.529320 

19.219748 ♦» 

20.198325 

14.523207 
15.84961 1 
18.633065 
19-323496« 
20.302073 

13.741890 
16.970144 

17.660761 H 
18.639334 

18.103347 

18.794068»! 

19.772638 

18.402643»» 
19-371 192 
18.430091 


13.785040 

I4.335"6 

14.395741 

15.934671 

17.876046« 

16.982355« 

15.994058« 

11.609132« 

12.383678« 

13.941099« 

15.896821 

14.986759 

13.970495 

12.840503« 

14.402239« 

16.361156 

15.447437 
14.424520 

13.171725« 

15-369795 
14.168083 

13.009855« 
16.558280 
14.805737» 
14.974402« 

17.662259 
17.092843 

15.990723 


12.501726« 
13.056659« 

13341633« 
15.029215« 

17.343573 
17.523981« 

16.735978« 

10.320219 

11.028265 

12.507517 

13.349812« 

14.890106« 

14.088117» 

11.377331 
12.653626 

15.137363 

15.697808« 

14.902045« 

13.136712« 
15.860951 
16.220216« 
15.427738« 

17.334465 

17.778325« 

16.984283« 

19.750514 
18.949119 

17.625287 


11.366501»» 

11.919595»! 

12.048271« 
13.494221»! 
15.764328« 
16.567295 
17.543398« 
9.187131 
9-947807 
11.527044 
13.687140»» 
13.872380 
14.874108« 

10.385500 

11.998337 
14.327009« 
14.708135 
15.697792»! 

11.630878 

14.658457« 

15.247043 

16.228467« 

16.174368« 
16.802354 

17.782599» 
18.768093« 
19.735727 
18.833018 


12.437709 

13.004980 

13-592010 

15.364097 

17.775255« 

18.019840 

17.230119 

10.373874« 

11.691129« 

13.481590» 

15.906183 

16.157045« 

15.367204« 

12.168964« 

13-963520« 

16.390976 

16.643140« 

15-853274« 

13.253175»» 
15-909462 

16.235444« 
15.444288« 

17.316346 

17.730584« 
16.938144« 

19.651453 
18.853266 

17.392047 


11.283487 

11.844779 
12.116123 

13-344497 
16.368079 

17.055317« 
18.034626 

9.183374« 
10.169828« 
11.315085« 
14.536110« 
15.191750 
16.171366« 

10.638151« 

11.760971« 

15023923« 

15.677690 

16.657365« 

11.471848 
14.652723« 
15.263542 
16.244623 « 

16.119548« 

16.754389 
17.734666« 

18.6661 19« 
19.632034 

18.793533 


8.650610 

9304495 
10.780009 
12.751250 
15.413176» 
15857147 
16.604460»! 

7.044704« 

9.059823« 

11.038273« 

13.704938 

14.150940» 

14.901532 

9.565781 « 
11.547123« 

14.215653 

14.662445« 

15.414302 

11.384135»» 
14.267867 
14.781049« 
15.621507 

15.841103 

16.441012« 

17.361468 

18.582467 
19.748714« 

19.984287 
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9910 = 


9)911 = 


9)912 = 


99x3 = 


9)914 = 


9^915 = 

16.039020 

16.951526 

17.955119« 

19.613267 

17.731787» 

17.763828« 
16.266454« 

17.032521« 
18.056568« 

19-714219 

17.834693» 

17-865195« 

16.182610 

19.259998« 

20.917891 

19.037412« 

19.068664« 

16.759416« 

18.689046 
17.275661 
16.062488« 
18.502194« 

19.061022« 
18.418366« 
20.160Q4I 

17.108386« 
18.279744» 
18.310852»» 


9)916 = 


^^9x0 

^9 XX 
V'9X2 
^^9x3 
^^9x4 
V9X5 
1^9X6 

^xoxx 

tptOM 

t//xox3 
V'xox4 
V'xoxs 
Vxox6 

Vxiia 
V'xxx3 
V'ixx4 

Ipxxxö 

l^xax3 
t/'xax4 

t^X2X5 
11^19X6 

V'x3i4 

V'isxs 

V'x4X5 
V14X6 


14.719655 

15.776544 

17.902028»» 

19.722790 

18.561893« 

18.639868« 

15.650094» 

15.902897» 

18.082429 

19.917223« 

18.780221 

18.858752 

15.827834 

18.207570 

20.135744» 

I9.II7814 

19.198699 

15.932345 

21.601894 

20.884920 H 

20.969508»» 

16.798953 

22.511990 

22.600250 

19.424083« 

19.808674« 

18.661136 

18.7453" 


14.804122 

15.831343 
17.917320»» 

19.704854 
18.122321 

18.442944 
16.687253 

15.949906« 
18.089774 
19.891139» 
18.363803« 

18.675904» 
16.915866« 

18.184061 

20.077887« 

18.782847« 

19.067811« 

1 7.293030 M 

21.500516 

20.644182 

20.903211 

19.112923 

20.341354« 
22.584801« 
20.784448« 

20.291127 
18.712257 

18.557216 


14.970105 
15.947292 
17.947285« 
19.635872 

19.427527 

18.669314« 

17.250035 

16.051069« 

18.099229 

19.793106« 

19.652607« 

18.884926 

17-475753« 

18.097511 

19-834055» 
20.016638« 
19.218185 
17.841761« 

20.853356 
21.820080 
20.996800« 
19.646694 

23-478631« 

22.650294 

21.305537» 

21.685562« 

19.100/161« 

19.536747 


15.077040 

16.007285 

17-955308« 

19.612988 

17.733214« 

17.763904» 
17.095061« 

16.094993« 

18.086799 

19.744419« 

17.864850 

17.895378 

17.315247 

17.998859 

19.655912« 

17.778271 

17.807267 

17.665292 

18.763887« 
17.265447« 
16.392428 
19.460031« 

19.074065 
18.417366 
21.117976 

17.125127 
19.237298« 

19.268707« 


15.138987 
16.038765 

17.955333» 
19.612919 

17.740201 H 
17.764649« 
17.464894 

16.114704« 

18.070776 

19.728263« 

17-857766 

17.880273 

17.690417» 

17.909812 

19.566261« 

17.718477 
17.721215 
18.054651« 

18.901254« 
18.361945« 
17.318625» 
19.856811 

20.039232 

19.164421 

21.514739» 

18.132420 

19.634244 

19.665496 


16.744326 
15.729543 
17.955215» 

I9.6I3I58 
17-732430» 
17.763883« 
15832384» 

17.309313 

19.076592« 

20.734525 

18.853897» 

18.885266« 

16.833995« 

18.334433 
19.992382« 

18.111600 
18.143099 

16.264162 

17.320772 
16.380975 
15.177138 
17.546689« 

18.086025« 

17.307767« 

19.204589 

16.163615» 

17.324277» 

17.355379» 




^XOIX = 


<plOt9 ^ 


9Jxoi3 = 


9)1014 = 

14.930835 

15.695115 

17.017937« 

19.0721 14« 

18.490920 

18.577744 

17.471495 

15-755654» 

17.133523 

19.187666 

18.606093« 

18.693134« 

17.657314» 

16.973519 
19.027407 
18.443016« 

18.531673« 
17-820555« 

17.173652 
17.672162« 
17-435948» 
18.918527 

19.688598« 
19.406517« 
20.972900 

18.951886« 
20.393859« 
20.479453» 


9^X0 15 = 


9)1016 = 


9'll X2 = 


^^9x0 
'^9xx 
'^9xa 
^^9 X3 
^»9x4 
V'9XS 
1/^9x6 

Vxoii 
Vxoxa 
lif'xox3 
V/XOX4 
V^xoxs 
V1016 

Vxxxa 
V'xxx3 
V'xxx4 
V'xxxs 
t^xxx6 

\pX9TA 

t//xax5 
t//xai6 

V'x3X4 
'/'xsxs 
«^X3X6 

Vx4X5 
V'X4X6 

Vx5x6 


14.051478 
14.905224 

16.456381 M 

18.329802« 

18.696528 

18.853503 

16.725396 

14.991946» 
16.609719 
18.465460 
18.876774« 

19.034569» 
16.911164« 

16.616384 

18.346818 

19.017736« 

19.178927« 

17.074382« 

19.488942 
20.060374 
20.230801 
18.173107 

22.144424 
22.309730 
20.226813 

20.955208« 
19.657791« 
19.74537«» 


14.611819 

15.459282 

16.942755« 

18.981383» 

19.483004 

17.485910« 

17.260810 

15.544383» 

17.089825 

19.126962 

19.665442« 

17.946854 

17.446587« 

17.061069 

19.088355 

19.815643« 

18.557089 

17.609827» 

18.994420 
20.889641 
19.989237« 
18.708312 

22.945470 

22.029267« 

20.762623 

22.493255 
20.201855« 

20.267316« 


14.825886 

15.622352 

17.017718« 

19.071873« 

18.492149 

18.577859 
17.079185« 

15-693124« 

17.149292 

19.203419 

18.623603« 

18.709328« 

17.264441 

17.061844 
19.115777 

18.53535»» 
18.621184« 

17.425877 

17.220035 

17.258890« 

17.283034« 

18.521744« 

19.193476« 
19.196133« 
20.576120« 

17.940168« 
19.997090 

20.082679 


16.017688 
16.921483 
17.016085« 
19.070902« 

18.492397 
18.577870 
16.146179« 

17.020130« 
17.II9I81« 

19173019« 
18.593340 

18.679071 
16.279206 

18.321788« 
20.376113« 
19.797019 

19.882622 

16.064443 
17.524816« 

17.287984 

17.318193 
17.563926« 

19-078934 
19.056849 
19.618270« 

17-927094 
19.039200 

19-124797 


16.740204 

14.787574» 

17.016911» 
19.071283« 
18.492285 
18.577862 

15367398» 

17.091815 

18.138309« 

20.192684» 

19.613644 
19699236 
15.970994» 

17-396133 

19.450504 

18.871504» 

18.957082» 

15.727577 

15-299439 
15.846230 
15.727010 
16.608408» 

17.931950 
17.830580 
18.662783» 

16.982338 
18.083725 

18.169323 


14.472032 

15.317087 

16.771218« 

18.871771« 

19.405468 

18.871744« 
17.111172 

15.401776« 

16.917808 

19.017876 

19.584134» 

19.038239 

17.297665« 

16.886191 

18.983084 

19.718282« 

19.118035 

17.462791« 

18.364836 

20.735770 

19.988698« 

18.540273 

22.842596 

22.099456« 

20.645829 

22.425283» 
20.483031« 

20.350608 
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<3PxiX3 = 


(;pxix4 = 


^ix 15 = 


^'ii 16 = 


yiai3 = 


<3Piax4 = 


<;pxaxs = 


V^9xo 
V^9xx 
V9xa 
V'9'3 
V'9X4 
V'9XS 
llJgi6 

I//10XI 

V'ioxs 

1/^1014 

Vxoxs 

t/'ioxe 

t/'iixa 
V'xxx3 
«/'XXX4 
1/^x1X5 
limine 

V'iai3 
l/'iax4 
«/'xais 
V'xai6 

1/^13x4 
«/^X3xs 

«/'isxe 

V'x4X5 
t//x4x6 

V'xsxö 


14.745952 

15.529865 

16.878310»! 

18.985102»! 

18.270992» 

18.525512» 

17-238393« 

15-598723« 

17.009900 

19. II 6649 

18.402484 

18.656982 

17.401682 

16.922528 
19.028999 
18.314486 
18.568841 
17.476564 

17.245965 
16.884618 
17.228456 
18.381551» 

18.736601 
I9.I40517 
20.488912»! 

17.890400 

19.775514« 

20.030326» 


14.869345 

15.618244 

16.87861 1» 

18.985396« 

18.273028» 

18.525640» 

17.385610 

15.676670« 
16.994232 

19.100956 

18.388779 

18.641070 
17.575168« 

16.834422 
18.940716 
18.229889 
18.479904 

17.740076« 

17.254126 
16.872912« 
17.292750 
18.779070 

19.145977« 

19.233695 

20.886181 

18.912584 
20.172788 

20.427125 


16.012968 

16.917280 

16.876057« 

18.983915« 

18.270578« 

18.525498« 

16.826972« 

17.014890« 
16.979836« 
19.086218« 
18.372259« 
18.626744« 
16.685390» 

18.182IO5« 
20.289220» 

»9.57557»« 
19.830272« 
18.026591« 

17.481 150« 
16.920312« 
17.256991« 
17.428940« 
18.499634« 
18.984883« 
»9.533373« 
17.886024« 
18.818587« 

19.072490« 


»6.7393 »4 

15.151401« 

16.877197« 

18.984380M 

18.270764« 

18.525508« 

16.744036« 

17.051697 

17.998604« 

20.105787« 

19.392166« 

19.646884« 

17.852541« 

17.256422 

19.363605 

18.649988 

18.904728 

17.121443 

»3.554554« 
14.634152« 
15.633868« 
16.469756« 

16.734287« 
»7.739792« 
»8.576936« 

16.941303« 
»7.863135« 

18.117017« 


i4.4»6oo7 

»5.»»7953 

16.217838» 

18.346232« 

19.436219« 

18.611652 

17.480454« 

15.172590« 

»6.349564 

»8.477857 

19.567690 

18.743122» 

17.620680 

16.262741 

»8.3905 »9 

»9.479550 

»8.654978« 

»7.575»66 

16.642954 

18.138949 

17.315782« 

»7.709895« 

20.050790 

19.228526« 

»9.843330« 

18.041754« 

20.941002« 

20.116475 


14.647077 
»5.3 »7342 
16.2192 13» 

»8.347509« 
»9.436358« 
18.611546 
17.056252 

»5.363509« 

16.33 5 »99 

18.463310 

19.551782 

18.726946« 

17.264466« 

16.177208 
18.304255 

»9.390555 

18.565580« 

17.428077« 

16.665423 
18.236151 

17.429377« 
18. II 8379 

20.190712 

»9.392547« 
20.247457 

19.256008« 
21.337892 

20.513179» 


16.000286 
16.906236 
16.207430» 
18.341040» 

19.436191« 
18.61 1663 
17.292946« 

17.000551« 
16.320112« 
18.446858« 

»9.537443« 

18.712866 

17.327528« 

17.518005» 
19.648124» 
20.740968» 

I9.916415 
18.565400» 

16.856173« 
»8.170535« 
»7.347847 
16.829169» 

19.902219» 

19.082318 

18.919302» 

18.202681 
19.983342 « 
19.158468 




(]Pxai6 = 


9>i3X4 = 


qPx3X5 = 


<3Px3x6 = 


9x4x5 = 


9>x4x6 = 


<JPx5i6 = 


1//9X0 
V'9xx 
l/'gxa 
»/'9X3 
V'9X4 
V'9X5 
V9X6 

V'xoxx 
V^xoia 
Vxois 
l/'xox4 
«/»loxs 
V'ioiö 

«/'ixia 
V1XX3 
'/'I1X4 
V^ix 15 
t/^iii6 

V'iaxa 

V^xax4 
«/'xais 
V'iaxö 

V'X3X4 
V'xsiS 
V'xsxö 

1^x4x5 
V'X4X6 

V15X6 


16.736960 

15.543128»» 

16.212721» 

18.343080« 

19.436203»! 

18.61 1655 

17.266326,! 

16.926785 
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0x8x4 
0x8,5 
ro8i6 



i28i = 



^82 = 



Ä83== 



4443790« 

3.429007»» 

5.654679 

7.312622« 

5.431894 

5463347 
3.531848 

2.732878 
1.7 18095 

3-943767" 

5.6017IO 

3.720982»» 

3-752435*» 
1. 820936 n 

3.242544 
2.227761 

4453433" 
6.1 1 1376 
4.230648»! 
4.262101H 
2.330602« 

3.187116 

2.172333 
4.398005 « 
6.055948 
4.175220« 
4.206673 n 
2.275174« 

4.509652 
3.494869 
5.720541« 

7.378484 
5.497756« 
5.529209« 
3.597710« 

7.2861 17 
[6.271334 
: 8.49 7006« 
20.154949 
18.274221« 
8.305674« 
6.374175" 

7.976543« 
6.961760« 
9.187432 
20.845375« 
8.964647 
8.996100 
7.064601 

8.955120 

7.940337 
20.166009« 
21.823952 
9.943224« 
9.974677« 
8.043178« 



4.439668« 

2.487038 

4.716375 

6.770747 

6. 191 749« 

6.277326« 

3.066862 

2.728756 

0.776126« 

3.005463« 

5.059835,1 

4.480837 

4.566414 

1.355950« 

3.238422 

1.285792« 

3.515129W 

5.569501 n 
4.990503 
5.076080 
1.8656 16« 

3.182994 

1.230364« 

3.459701 u 

5.514073» 

4.935075 

5.020652 

I.810188» 

4.505530 
2.552900« 
4.782237*» 
[6.836609« 
[6.25761 1 
^6.343188 
3.132724« 

7.281995 

5.329365« 

7.558702« 

9.613074« 

9.034076 

9.1 19653 

5.909189« 

7.972421 « 
6.OI9791 
8.249128 
20.303500 
9.724502« 
9.810079« 
6.599615 

8.950998 
6.998368« 
9.227705« 
21.282077« 
20.703079 
'20.788656 
17.578192« 



4.438778« 

2.850865 

4,576661 

6.683844 

5.970228 

6.224972 

4.443500 

2.727866 

1. 139953" 
2.865749» 
4.972932« 
4.259316« 
4.514060« 
2.732588« 

3.237532 
1.6496 19« 

3-375415" 
5.482598« 
4.768982» 
5.023726« 
3.242254/1 

3.182104 
1.594191« 
3.319987« 
5.427170« 

4.713554" 
4.968298« 
3.186826« 

4.504640 

2.916727« 

4.642523« 

6.749706« 

6.036090« 

6.290834« 

4.509362 w 

7.281 105 

5.693192« 

7.418988« 

9.526I7I« 
8.812555« 
9.067299« 
7.285827« 

7.971531" 
6.383618 

8.I094I4 

20.216597 

9.502981 

9-757725 
7.976253 

8.950108 
7.362195« 

9.087991 M 
2I.I95I74« 
20.481558« 
20.736302« 
18.954830» 



i284 = 



^85 = 



Ä86 = 



4.436424« 

3.242592 

3.912185 

6.042544 

7.135667 

6.3IIII9« 

4.965790 

2.725512 
1. 531680« 
2.201273« 
4.331632« 

5.424755" 

4.600207 

3.254878« 

3-235178 

2.041346« 

2.710939,» 

4.841298« 

5.934421« 

5.109873 
3.764544« 

3-179750 

1. 98591 8« 
2.655511» 
4.785870« 
5.878993« 

5-054445 
3.7091 16» 

4.502286 

3.308454« 

3.978047« 

6.108406« 

7.201529« 

6.376981 

5.031652« 

7.278751 

6.084919« 

6.754512« 

8.884871« 

9.977994« 

9.153446 

7.8081 17« 

7.969177« 

6.775345 
7.444938 

9.575297 
20.668420 
9.843872« 
8.498543 

[8.947754 

17.753922« 

18.423515« 

20.553874« 

21.646997« 

20.822449 

19.477120« 



4434345" 

3.38" II 

1.985959« 

3.904829« 

2.688992 » 

1.158215« 

4.770133" 

2.723433 
1.670199« 

0.275047 
2.193917 
0.978080 

9.447303 
3.059221 

3233099 
2.179865» 

0.784713 
2.703583 
1.487746 
9.956969 
3.568887 

3.177671 
2.124437« 
0.729285 
2.648155 
1.4323 18 
9.901 541 
3-5 "3459 

4.500207 

3.446973 " 
2.051 821 
3.970691 

2.754854 
1.224077 

4.835995 

7.276672 
6.223438« 
4.828286 
6.747156 

5.531319 
4.000542 
7.612460 

7.967098« 

6.913864 

5.518712« 

7.437582W 

6.221745« 

4.690968« 

8.302886« 

8.945675 
7.89244 X « 
6.497289 
8.416159 
7.200322 

5.669545 
9.281463 



4.432879« 

3.445239 

2.090038 » 

4.053280« 

3.688498« 

2.710024« 

5.174363 

2.721967 

1.734327" 

0.379126 

2.342368 

1.977586 

0.999112 

3.463451« 

3231633 

2.243993« 

0.888792 

2.852034 

2.487252 

1.508778 

3.973117« 

3.176205 

2.188565« 

0.833364 

2.796606 

2.431824 

1.453350 

3.917689« 

4.498741 

3.511101M 

2.155900 

4.119142 

3.754360 

2.775886 

5.240225 « 

7.275206 
6.287566« 

4.932365 
6.895607 
6.530825 

5.552351 
8.016690»! 

7.965632« 

6.977992 

5.622791« 

7.586033»! 

7.221251« 

6,242777« 

8.707116 

8.944209 

7.956569« 

6.601368 

8.564610 

8.199828 

7.221354 

9.685693« 



Ä87 = 



14.348450« 

[4.624126 

11.995299 

13-713552 

[2.601580 

11.564584 
13.766588,» 

12.637538 
12.913214« 
10.284387 n 
1 2.002640 w 
10.890668« 
9.853672» 
12.055676 

13.147204 

13.422880« 

10.794053« 

12.512306« 

11.400334« 

10.363338« 

12.565342 

13.091776 

13.367452« 
10.738625« 
12.456878« 
11.344906« 
10.307910« 
12.509914 

14.414312 
14.689988« 
12.061 161« 

13-779414« 
12.667442« 
11.630446« 
13-832450 

17.190777 

17.466453« 

14.837626« 

16.555879« 

15.443907« 

14.406911« 

16.608915 

17.881203« 

18.156879 

15.528052 

17.246305 

16.134333 

15-097337 

17-299341« 

18.859780 

19.135456« 

16.506629« 

18.224882« 

I7.II29IO« 

16.075914« 

18.277918 
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Wollte man nun die aus den Gliedern zweiten Grades in den (o^i 
gebildete quadratische Form 2eÄ<*) der Störungsfunction 2R wirklich Glied 
fUr Glied durch Anwendung der linearen Transformationsgleichungen in 
eine quadratische Form nach den fff^x verwandeln, so wUrde dies eine Arbeit 
werden, die ein Einzelner in absehbarer Zeit nicht bewältigen könnte. Denn 

die quadratische Form der n (2 n + 1 ) Grössen coxx enthält zusammen -^ — , 

also, da n = 8 ist, 676 Producte je zweier (Ofcx, nämlich: 

n{2n — i) Producte von der Form WaßtOyd 

^(7^ — 5) 

» » » » (^aß(^n+Yn+d 

n(2n — l) » » )» » Wn+an-^ßt^n+yn+d- 

Es Würden hiernach bei einer gliedweise vorgenommenen Transformation 
zusammen 

n{n-\ri) / n(n+i) , \ 
^l^.+j) 2 \ 2 -^V 3n{n--i)ln{n+i)W n(7n — 5)/n(n+ i)\» 



+ 



2 



/ n(n+iy 



r 



n(n+i) / n(n+i) , ,\ 
n^(/i^+i) , , , . n(n+i) 2 \ 2 ^ / 

-J- «^ — i — -^— ' + 3 n(n — i)n4+ ^ ^ ^ — = ^ — = - 

2 22 

3n(n— i)/n(n+i) 



/ n(n+i) \^ 



also, indem man n = 8 setzt, 135 13 12 Coefiicienten zu berechnen sein. Die 
quadratische Form der Störungsfunction ist in den w^x unvollständig, indem 
nur die vier angegebenen Formen von Producten, und auch unter diesen nur 
solche Ausdrücke vorkommen, in denen die Indices a, ß, y, <J entweder alle, 
oder zu je zweien, oder drei von ihnen, einander gleich sind; die transformirte 
quadratische Form aber besteht aus zwei vollständigen quadratischen Formen, 
von denen die erste allein die cr«^ und tsfn+an+^j die zweite allein die tUan-^(i 
enthält. Die oben angegebene Anzahl von Coefiicienten reducirt sich also, 
indem man die in gleiche Producle tff^x ^/iv multiplicirten Theile zusammen- 
zieht, auf 

n{n+ i)(n(n+ i) + i) ^n ^(n^+ i) 



2 2 

also für n = 8 auf nur 4708. 

Sucht man nun Erleichterungen der mühsamen und umfangreichen Arbeit 
durch Transformation der quadratischen Form in den ca^x herbeizuführen, 
so ist namentlich danach zu streben, möglichst viele Quadrate linearer 
Functionen der lo^ti einzuführen, und Producte, wenigstens die von den Formen 
a>a|»cüya, cc;n+an+/jw„+y„+,f, aian+|9Wyn+d, für die die a/?, yd verschiedene 
Combinationen der Zahlen i,2,...n bedeuten, möglichst zu vermeiden. 
Hat man nämlich die linearen Funclionen in den w^x in solche in den vs^i 
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verwandelt, so macht die AusmuUipIicirung der Producte von den genannten 
Formen, weil sich die Coefficienten zum grössten Theile aus zwei direct 
nur durch ihre Logarithmen gegebenen Theilen zusammensetzen, deren 
Summenlogarithmus zu berechnen ist, gewiss mehr als die vierfache Arbeit 
der AusmuUipIicirung der Quadrate von den Formen tu^^, (ol^^^+p ^om+/*- 
Es liegt also der Gedanke nahe, die quadratische Form in den w^x in 
eine Summe von Quadraten linearer Functionen der Wj^i zu verwandeln. 
Von den unendlich vielen Wegen, diese Transformation zu bewirken, ist 
es im Allgemeinen am Einfachsten, die Identität 

a,,x] + 2a,,^x,Xa + 2a,^x^XJ-\ =a^A ^-^ 1 

+ a„ xl-{-2a^^X^X^+"- _ a a a —a a 

i_ a /r.2_J ' ^ »^3-r2 0,30,3-1- 

+ ••• ^o^^o^ 

zu benutzen, um eine quadratische Form von p Variabelen auf ein Quadrat 
und eine quadratische Form von p — i Yariabeln zu reduciren. Die Reduction 
einer quadratischen Form von p Variabein durch fortgesetzte Benutzung dieser 
Transformation auf die Summe von p Quadraten, erfordert die Berechnung von 

Cdefficienten; in den Quadraten kommen jedoch nur ^^ — ^ vor. 

Der durch Summirung aller, den verschiedenen Gombinationen aß an- 
gehörigen Glieder entstandene Theil der Störungsfunction besteht nun aus 
einer quadratischen Form der n[n -[- ij Variabein Waß und Cf>n+an+/9'Und einer 
quadratischen Form der n= Variabein (Oan+ß- Wollte man diese zwei, vorerst 
als vollständig angesehenen. Formen auf die Summe von 71(2 n -j- 1} Quadrate 
bringen, so wäre die bedeutende, für einen Einzelnen in massiger Zeit nicht 
durchftlhrbare Berechnung von n^a -j- n64 = 1 10582 Goefficienten zu leisten. 
Hätte man dann die linearen Functionen in den u^ij was nur durch eine 
gleichfalls beträchtliche Arbeit geschehen könnte, in lineare Functionen in 
den Wjti verwandelt, so wären, um die Quadrate auszumultipliciren und die 
Goefficienten der einzelnen Producte ^xx^inv wirklich hinzuschreiben, noch 

f . N w(^ + i)(n(n + i) + I-) . n^'in'' + i) 
n(n + I -^ — - — ^^ ^ ^ ^ + n^— ^ — -^-— % 

2 2 ' 

also, für n = 8, 322336 Producte auszurechnen, die sich schliesslich zu den 
erwähnten 4708 Gliedern zusammenziehen Hessen« Eine Erniedrigung der 
Arbeit träte freilich durch die UnvoUständigkeit der quadratischen Formen in 
den (Ojix ein; doch würde diese wieder dadurch beeinträchtigt werden, dass 
das Reductionsverfahren den grössten Theil der in der Störungsfunclion ur- 
sprünglich fehlenden Glieder nachträglich noch hineinbrächte. 
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TraDsformirte man aber den der Combination aß entsprechenden Theil 
der Störungsfunction fUr sich, so verwandelten sich die zwei vollständigen 
quadratischen Formen 

und 

aus denen er besteht, — vorerst ganz allgemein, ohne Rücksicht auf die Werthe 
der Coefficienten, betrachtet, — in die Summe von 6 + 4 Quadraten, zu 
deren Ermittelung n6 + ^4 = 74 Coefficienten zu berechnen wären. Die ganze 
Störungsfunction würde hiernach aus 5/1(71 — i), also für n = 8 aus 280 Qua- 
draten zusammengesetzt sein und die Reduction die Berechnung von 1036 Coeffi- 
cienten, also eine massige Arbeit, erfordern. Hätte man dann die linearen 
Functionen in den WxA in solche in den xs^i transformirt, so erforderte die 
wirkliche Ausmultiplicirung der Quadrate noch die Berechnung von 

3n(n - i)-J— I— IL-L 1 1 j^ 2n(n - i)— ^-^ -j . 

also, für n = 8, von 674464 Producten. 

Bei der Abschätzung der Vorzüge einer Transformationsart vor einer an- 
deren ist nun vor Allem die Arbeit, die die Reduction in eine Summe von Qua- 
draten bereitet, gewichtig, denn der wirklichen Darstellung der Störungs- 
function durch die einzelnen Producte vtxx^fiy ist man zu sehr beträchtlichem 
Theile durch die unmerkbare Kleinheit der Coefficienten überhoben; man 
wird sich begnügen, aus der zu diesem Zwecke sehr übersichtlichen und zweck- 
mässigen Form die einzelnen merkbaren Glieder herauszusuchen und dabei 
erhält man die Coefficienten eines bestimmten Productes rsSxX^tiv bei dem 
ersten Verfahren durch 72 oder 64, bei dem zweiten Verfahren aber durch 
168 oder 112 einzelne Theile. 

Ist schon mit Rücksicht auf diesen Punkt das zweite Verfahren dem 
ersten überlegen, so nimmt der Vortheil noch zu, wenn man die Werthe 
der Coefficienten der quadratischen Formen der den einzelnen Combinationen 
aß zugehörigen Theile der Störungsfunction berücksichtigt. 

Die Ausmultiplicirung eines Quadrates von der Form 

macht nämlich noch viel Arbeit, weil die drei ersten Glieder sich in ihrer 
Beschaffenheit von den drei letzten unterscheiden; in Wirklichkeit zerfällt 
also die Ausmultiplicirung in zwei Quadrate und ein Product und es ist 
zweckmässig diese ZerfäUung wirklich vorzunehmen, da der Umstand, dass 
bei der Bewegung zweier Planeten a, ß in einer Bahnebene durch die gegen- 
seitige Anziehung keine Veränderung in der Lage der Bahnebene eintreten 
kann, bewirkt, dass sich die aus den sechs Quadraten entstandenen sechs 
Producte zu nur zweien verschmelzen, nämlich zu dem Ausdrucke 
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Überdies würden sich aber auch leicht die sechs, nur die Grössen 
(On+an+aj i^n+an-^-p, (J^n+ßn+ß enthaltenden Glieder direct durch vier Quadrate, 
nämlich durch 

+ 57 Ca} i^n+an+a + (^n+an-^ß — dfn-^ßn+ßY 

+ ("" lls ^«/» + T6 ^^'/^) (^«+«-+« — ^n+an+ß + <^n+ßn+ßY 

+ 6^ ^oß {^n-^an+a — Wn+an+/J — Wn+/*n4-/»)' 

ersetzen lassen; diese Ersetzung würde aber nur dann der Transformation 
der quadratischen Form in diesen drei Grössen in eine Summe nur dreier 
Quadrate vorzuziehen sein, wenn diese Reduction eine sehr merkbare Arbeit 
wäre. Das ist aber nicht der Fall. 

Eine weitere Folge des erwähnten Umstandes ist es nun noch, dass 
auch die quadratische Form in den Grössen (Oan+a, (Oan-^-ß, ^ßn-^-a, o^ßn+ß einer 
sehr vereinfachenden Transformation fähig ist. Mit Benutzung der schon oben 
eingeführten Bezeichnung 

Haß = ^^an+a — (^an-\-ß Üßa = ^Oßn+ß — ^^ßn+a 

kann man dieser quadratischen Form die folgende Gestalt geben: 

Die drei ersten Glieder lassen sich durch zwei Qjaadrate linearer Func- 
tionen von Haß und i2ßa ersetzen; ja, wenn man von der Strenge nur ein 
klein Wenig opfern will, sogar durch nur eines. Wir bemerkten nämlich 
bereits im Paragraphen 4 des ersten Theiles, dass sich die beiden Ausdrücke 

^(m) 

^^orf^^a/l^ und ^ nur sehr wenig von einander unterscheiden; die Summe 

ist also sehr nahe ein vollständiges Quadrat. Am Einfachsten ist es, die 
quadratische Form in den Siaß und i2^a nach einer der Formeln 

ax,x*' + za^^XjXa + a^^xl = IVaj.Xr +-^xA + (o,, -""Axl 

= (-^x. + v^.xx+ («„ - '^xl 
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zu transformiren. Indem man cc, = Haß, x^ = iißa setzt ^ ist für j^ > a die 
erste Formel zweckmässiger, als die zweite, weil bei dieser der CoefiFicient 
des zweiten Quadrates kleiner ist, als bei jener. 

Wir haben also die folgende Form für den der Combination aß zu- 
gehörigen Theil der Störungsfunction 

+ (baß^aß + bfiaüßaY + [b'ßa^ßaY 

In diesem Ausdrucke kommen, ausser acht Quadraten von in allen 
ihren Theilen gleichartigen Grössen, drei Producte je zweier in allen ihren 
Theilen ungleichartiger Grössen vor. Bei den Produclen ist nach der Aus- 
multiplicirung die Transformationsformel 

H^aß'^n^yn+d = ^an-^d^ßn-^y — ^an-hy^ßn+i 

zu benutzen, um die tsfxx einzuführen. 

Die Beduction auf die Quadrate erfordert die Berechnung von zn^-^ ^ 
^=^22 CoefiTicienteD. Hat man die linearen Functionen in den eüx;i in solche 
in den tcTxii, die linearen Functionen in den (p^ti in solche in den xp^i ver- 
wandelt, so wären, um 2 R =S<^^ ß 2 Rgß explicile durch die vj^x dar- 

ß>ct 

zustellen, da die Transformationsformeln für con+an+a — con^ßn^^ aus 

n(n+i) ^,. . ,. - , n(w — i) 
-i-^ -' — I Gliedern, die für Wn+an+a — tOn+an+ß+ (^n+ßn+ß aus -i i 

Gliedern besteht, noch 

n(n + i) /n(n + i) , ,\ n(n + i) /n[n + i) . .\ 
3n(n -- I) ""T~(-~r-^+V ^ 3n(n - i) — ( ^ — + M 



+ n{n — i) 



2 2 2 

n*(n= -f- i) _i^^{^ — i) w(w + i) n{n — i) 



2 2 2 2' 

n(n — i)//n(n -f- i)\2 n{n + i)\ , n(n — i) /n(n — 1)^2 



)// n(n + i) va n(n + i) \ . n(n -~ i) i n{n — i) |2 

B, noch 313824 Producte zu bilden. Die Coetfici 
bestimmten Gliedes tarxi^iT^» ergeben sich als Summe entweder von — 



2 
d. h., für n = 8, noch 313824 Producte zu bilden. Die Coetficienten eines 
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oder von n{n — i), also, für n = 8, von 84 oder von 56 Theiien; das Erste 
ist der Fall bei den Formen tffafi^y^i ®^n+an+/jß3^«+y«+d und ^an-^ß^r^+s, das 
Letzte bei der Form rffaß^n^yn+d- 

Der vorthellhafteste Weg, die Transformation der Störungsfunction zu 
bewirken, scheint nun ein gewissermassen mittlerer Weg zwischen den beiden 
betrachteten zu sein. 

Benutzt man nämlich die Identität 



+ a^^ x\+ za^^x^x^ (ir^a^^ — a^^a,. , 

H -oc^z 

+ «33 K "'3 



*33 ^2 



a 



x: 



13 



, Q33Q1«— «X3«a3 ^, 

"^ a 3' 

um in den dem Theile zEa^ der Stdrungsfunction zugehörigen zwei quadra- 
tischen Formen 

und 

die doppelten Producte durch das erste Glied der rechten Seite der obigen 
Identität direct zu transformiren, ftlhrt man aber die Transformation der 
Quadrate erst aus, nachdem man die Summe ftlr alle Combinationen aß 
gebildet hat, so erhält man die Summe einer jeden der beiden quadratischen 

Formen als Summe von nur -^^ 4 ^ • = n' Quadraten. Um 

22 

2R = S^«S V 2 ^ati explicite als Function der üJ^ti darzustellen, sind dann 
also noch, da alles Andere unverändert bleibt, 

2 2 ^ ' 2 

n(n — i)n(n+i)n(7i — i) n{7i — i)/p(^i+i)\" n(n-hi)^_j_n(n — i)^n(fj-^ 1)^2 



)// n(n+i) \^ yi(n-4>i) \ n(n— i) m(fi-^ i) \a 



d. h., für n = 8, noch 287184 Producte zu bilden und der Coefficient eines 

bestimmten Gliedes setzt sich aus n'; — -\ n{n — i) Theiien zusammen, 

je nachdem die Form des Productes ^aß^yd) ^H+an+fi^n+yn+di ^an+ß^yn+d] 
tffa(t^n+yn+d ist. Dieson letzten Weg werden wir im Folgenden einschlagen, 
um so mehr, als bei ihm die Arbeit der Reduction auf eine möglichst grosse 
Zahl von Quadraten wegen der einfachen Art, die Coefficienten zu bestimmen, 
am geringsten ist. 

Auch die Glieder zweiter und dritter Ordnung von 2 ^^56 wollen wir, 
soweit sie homogen sind, in Quadrate und Guben verwandeln. Dabei wollen 
wir von einem gtlnstigen Umstände Gebrauch machen. 
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Setzt man nämlich die quadratischen Glieder in der Form 
F3 = a^xl + 20^x^X2 + za^XiXj + a^xl + 2050^2X3 -f- OeO^j, 
die cubischen in der Form 

F3 = a,x] + 3aaa:;Jir2 + S^s^'^^s + 3«4^i^2 + ta^x^x^^x^ + 3a6i^xa?3 

an, so verschwindet in beiden Fällen für die gegebenen numerischen Werthe 
der a nahezu die Determinante 

Die Gleichung ^ = o ist aber die nöthige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass sich F, durch nur zwei Quadrate und die x^ enthaltenden Theile 
von F3 durch nur zwei Guben darstellen lassen. 

Setzt man 

f:^ = {ßa:, + >cßx2 + kßx^Y-i'{yx^+fxyx^+vyx^Y 

F^ = {ßx,+xßx2+lßXj)^ + [yx^+fiyx^+vyx^Y + b^xl + sbsxlx^ + ^b^x^xl+h,oXl 

bj = üj —- '/}ß^ — f.i^y^ 

bs = as — yC^lß^ — ^^vy^ 

h = S "" '^^''ß^ — i-iv^y^ 

6x0=010- A3/i?3_ ^3y3, 

SO sind im ersten Falle für n = 2, im zweiten Falle für w = 3 dieselben 
6 Gleichungen zu erfüllen 

ß*^ + y" — ttx = o 

%ß^ + jUy»* — tta = o 

Xßn ^ ^yn __ Q^ __ Q 

x»/?** + jw*y" — a^ = o 
/.A/!^«+ ^vf — 05 = 
A'/^+ r=/* — «6=0. 

Das gleichzeitige Bestehen aller sechs Gleichungen erfordet das Ver- 
schwinden der Determinante J\ dann sind aber auch unendlich viele Lösungen 
möglich, da die eine Unbekannte, etwa x, willkürlich bleibt. Die Lösung 
ist die folgende: 

a. — xa, a. — xa, . a^a^ — a^a. — xfaiWe — «!) 

Oa ^— Xttj tta — Xöi aaa3 — 0,05 

a^ — 2X0^ + x=a, ' a^ — 2xa^ + x^a. 

Ober die willkürliche Grösse wird man nun derart verfügen, dass ein 
nicht völlig verschwindender Werth von J möglichst unschädlich wird. 
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Sieht man von der Gleichung ^ s= o ab und setzt die obigen Werthe der 
Unbekannten in die sechs Gleichungen ein, so werden die rechten Seiten 
gleich 

o 

o 



V6 



o 

(a, — xat)x^ 

^ {a:,a^ — aja^)(a^ — 2x02 + x»a,) 

(alae — a » a ] — 2x0,(0^06 — 03^5) + x'a,(axa6 — al))^ 
(aattj — a,a^y{a^ — 2x0^ + x^a,) 



Die Wahl x = — ist ausgeschlossen, weil dadurch [x und v unendlich 

gross würden, man kann also, bei nicht völlig verschwindendem ^, nicht den 
3. und 5. Fehler gleich Null machen, wohl aber den letzten; und dies zu 
thun ist auch deshalb zweckmassig, weil der Divisor dort eine kleine Grösse 
von der dritten Ordnung ist, in den anderen beiden Fehlern aber nur von 
der zweiten Ordnung. Von den zwei Wurzeln x ist dann wieder, weil für 
sie die Factoren von J in den Fehlern kleiner sind, der Werth 

^ ^*i 

0,06 — al 

vorzuziehen. 

Wenn es wUnschenswerth sein sollte, könnte man die Werthe der Un- 
bekannten noch ausgleichen, indem man die linearen Gleichungen für ihre 
Incremente bildete. Die Determinante dieses linearen Systems verschwindet; 
man wird also die Gleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate 

behandeln und dann die letzte Unbekannte in der Form — , also unbestimmt 

o ' 

erhalten. Diese eine Unbekannte kann man also willkürlich annehmen; 

dass man aber von der Wiilkürlichkeit dieser einen Unbekannten Nutzen 

ziehen könne, ist schon deshalb unwahrscheinlich, weil sie klein sein muss. 

Es handelt sich nun noch darum, den Ausdruck 

bjxl + 3f>sOolx^ + 3h^2xl + b.oxl 

durch Guben darzustellen; diese Darstellung ist in der Form 

(dx^ + Ttöx^Y + (^^2 + ^^^3)^ 

stets eindeutig möglich. 
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Man erhält it und q als die zwei Wurzeln ^ der Gleichung: 

und hiermit 

•3 _ 63 — gfry _ 69 — gfes _ fcio — ^^9 

7t — q 7t[7t — ^) 7r^(7r — ß) 

^ ^8 — 7r6y 69 — nhz ^10 — 7tb^ 

sodass also F3 durch vier Guben: 

F3 = {ßXr + 7cßx^'\- Xßx^Y + [yx, + uyx^ + vyx^Y 

+ (5ir, H- 7r5a?3)3 + [bx^ + ?€ir3)3 
dargestellt wird. 



4- 
Transformation der Störangsfanction. 

I. Wir behandeln zuerst die Glieder von 2Ä, die wir für die Combi- 
nation aß durch die quadratische Form 

OixiTj — Züi^X^X^ + Klj^X^X^ 

+ «aa a?^ — 2aa3ac2(r3 

+ Ö33 •'^a 
darstellen, in der 

Xj = CJaa a?, = Wa^ 073 = W^^^ 

o„ = — -c^^) H- c^«) «,, = + ^ C<'^> «3, = — — d') + c^^> 

a,, = + - ^8) _ ±c^9) fl = + -' c^3) — ±c(") f/,, -= + --d«) _ '.c('<') 

^32 4 '3 I 2 2 ^^ ' 32 4 

ist. Die aap {cc 4= /^) haben stets positive Werthe. 
Setzen wir nun: 



|/^^6, Vfty^a-^^c. 






|/^ = ,3 YEi 



»33 = C3 



so haben die 6« und die c« reelle positive Werthe und wir können die 
quadratische Form durch den Ausdruck 

ersetzen. 
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Wir stellen in der folgenden Tabelle die Logarithmen der ba, fttr c^ aber 
die Numeri zusammen, ausgedrückt in Einheiten der sovielten Decimale, als 
unter Dec. angegeben ist. Die in cl und cl multiplicirten Glieder verschmelzen 
sich zu je sieben zu einem einzigen Ausdrucke und die so aus der Summe 

hervorgehenden Theile von 2R können wir durch die Summe 

-^-{CaaCOaaY +^^2^ [C'aßiOaßY 
(i>a 

darstellen, in der die C«« und Cap reelle positive Werthe haben. 

Auch die Werthe der Logarithmen dieser CoefiTicienten stellen wir im 
Folgenden zusammen. 



»ß 


12 


13 


14 


15 


.6 


17 


18 


''l 


14.484022 


14.107273 


13.212029 


14.059030 


13.395119 


12.533102 


12.280457 


log-J^af-hao 


14.452926 


13.967100 


12.904308 


13.226421 


12.298997 


11.133652 


[0.686036 


^' 


14.801577 


14.530843 


13.717736 


14.631957 


13.972859 


13.112385 


12.860036 


Dec. 


17 


18 


19 


18 20 


21 ! 22 


< 


622833 


1969147 


455978 


2903329, 13883301 


2635255 


8241 142 


< 


243268 


479627 53012 


30976, 44107 


20721 2641 


^•3 


1337758 


5510645, 1567135 


I 1802553 


571 19630 


10883943. 340621 12 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


IM 


15.574055 


14.262566 


14.885658 


14.207206 


13.340565 


13.087013 


14.807062 




15-603125 


14.194538 


»4-322755 


13.382081 


12.212496 


11.764054 


14.823441 


15-754154 


14.624339 


15.441942 


14779895 


13.918584 


13.666077 


15.035461 


Dec. 


16 


18 


17 


18 20 


21 


17 


c? 


2931884 


2927527 


I 2304631 


5739543 


10809657 


33752980 


1401930 


< 


1506684 


974715 


451315 


63377 


29647 


37749 


675977 


< 


4488695 


7020341 


47985642 


23318515 


44504917 


139328087 


241 5217 


aß 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


M 


15.102040 


14.405107 


13-532565 


13.277863 


14.864724 


14. II 6691 


13.227849 


•0g<ft,> + 2O 


14.677348 


13.719975 


12.545000 


12.095505 


14.615275 


13.612512 


12.422724 


I.3I 


15-637934 


14.971424 


14.108982 


13.856271 


15-348527 


14.665811 


13.799855 


Dec. 


16 


17 


19 


20 


17 


18 


20 


< 


3089612 


1395636 


2602255 


8109731 


8424179 


3472878 


6296625 


cl 


212292 


29283 


13622 


17325 


1269404 I 66421 


76214 


''1 


I 1450773 


5580722 10671145 


33421212 


27409465 1 13303536 


25538185 
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aß 


48 
12.969959 


56 


57 


58 


67 
15.864592 


68 


78 


P'l 


16.803251 


15-596358 


15.279322 


15.386948 


15.786389 


'ogK fH-*° 


11.9703 II 


16.777027 


15.314815 


14.809372 


15.811406 


15.169756 


15-797773 


\ 


13.546559 


I7.II3926 


16.092916 


15-823317 


16.210027 


15.855969 


16.027969 


Dec. 


21 


13 


"15 16 


15 16 


15 • 


^\ 


19517302 


2590794 


2579842 


7205793 


4264355 8766266 


1430993 


< 


96642 


1033535 1 337083 


403361 


15 13796 


1523467 


674198 


^3 


80071765 


5470314, 8666049 


27252092 


9817696 


27486917 


2546544 



log Caf + 20 



^ 


I 


2 1 3 


4 


5 1 6 


7 


8 


tt=l 


14.526322 


14.193043 


13.8404521 12.862189 


13.2455141 12.32225.4 11.158227 


10.710876 


2 




15.320946 


15.08901 il 13.994439 


14.327240 1 3.400966 1 12.235993 


11.788451 


3 




15.449269114-414966 


14.663467' 13.733306112.567116 


12.119337 


4 




115.038004 


14.551800' 13.610604 1 12.441018 


11.992583 


5 


! 


16.71 1041 , 16.507162 15.263869 


14.802847 


6 




16.871074 15.590034 


15.091416 


7 


; 1 


16.149607 


15-414394 


« 


1 
1 




15.952115 



Oie RechnuDg wurde durch die Substitution der Specialwerthe 

Xr = .T2 = .T3 = I 

^6^»*Ctft, für die die quadratische Form die Relation 



'A 



/,^ + 63)»-c: + c:-< = — ^c(«)-f 



, _-c<'^ + C^9)-|-c(io)_^.(i2» 



|-C(2)-f_C(3)_|_c(4) 



r2. Sodann betrachten wir die Glieder von 2D, die für die Combination 

Cr y^ ^_^ ' 

^^ *^ xirch die quadratische Form 

+ «33 ^3 



l^K^ 



^^^llbar ist; darin bedeuten 

«11 = O22 = «33 = + ^ ^^^^ 

«" = a.3 = - ^ c(s) + A e(7) «,3 == - ^ c(s) + ± c(7) . 

Auch hier sind die aap (a 4= ß) positive Grössen. 
Durch die Substitution: 



}/!iii«- = va, = 6, i^f^^ == t/'T;; --;;;; = c. 
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V*3 — «33 = y^i3 — «I 



die 61 = 63, c, = C3 ergeben, erhält die quadratische Form wiederum die 

Gestalt 

+ (b,x, — b^x^ -+- b^XjY — [CrX.y + (Ca.T,)«— (030^3)». 

Die weitere Behandlung ist dieselbe, wie in der ersten Abtheilung, 

2») 



aß 



(6=6- 



log-^ 



+ 20 



16-6,1 



Dec. 

2 2 



14.606924 
14.544076 
13736394 



«3 



14 



15 



14.262124 
14.151520 
13.613982 



13-391324 
«3-234931 



14-258757 
»4.059308 



12.871902 13.824890 



16 



13-596333 
13-393611 
13.168025 



»7 



12.734796 
12.531024 
12.308250 



18 



1 2.482240 
12.278261 
12.056036 



293938 
II 7268 



18 I 
1002407 

332173 



19 

244435 
66781 i 



18 , 
1616531 
361821 



20 

7749893 
I 707024 



1472257 I 
322604 



22 

4604837 
I 008021 



afl 



23 



24 



l^=''3| 



log 



f +20 



15.651124 
15.630583 
H.315755 



14.398967 

14.317775 
13.630734 



25 

15.080270 
14.891944 
14.626627 



Dec. 



<=i 



16 
1235423 
574907 



I 18 
j 1427710 
i 531264 



17 
6789469 
1603096 



26 

14.406859 

14.207573 

13.972713 

18 

3195285 

715738 



27 



28 



13.541865 

13-338951 
13.113876 



13.288636 
13.085010 
12.861847 



6035041 I 
1328036 i 



21 

18854791 
4134527 



34 

14.901137 
14.868297 
13.763452 



17 

615923 
274321 



nß 



35 



36 



37 



li 31 



logS 



M-20 



Dec. 

cl = cl 

cl 



15290439 
I5.II5329 
14.81 1351 

16 
1685496 
423276 



14.602797 
14.407804 
I4.I6II79, 

I 

17 
774309 

177087 



13-733369 
13-531549 
13-303540 

19 
145 1603 
32II52 



__38_ 

13-479283 
13.276104 
13.051742 

20 
4528600 
995240 



_ _45__ 

15037467 
14.894026 
14.486608 

17 
4456710 
1288173 



_46 

14.3091 13 
14.125486 
13.846686 

18 
1908700 
460753 



47_ _ 

13.427291 
13.228467 
12.992353 



20 

3504143 
786676 



aß 



48 



56 



16-6,1 



13.170821 
12.968877 
12.741200 



16.924017 
16.863818 
16.036074 



57 1 58 



67 



68 



78 



15.772912 
15.621995 
15.240591 



15.470186 
15.289884 
15.001367 



15.996047 
15.921896 
15.191829 



15.555290 
15.420284 
14.982100 



15.884909 
15.848227 

14-793383 



Dec. 



2 a 

C =^C 

I 3 



21 

10888300 
2407467 



13 
I216269 
490050 



15 I 

1375440 

384900 



16 
3949041 
968206 



15 
2055010 
785615 



16 

4595470 
I376881 



15 

635667 

279217 
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2b) 
log Caß + 20 



a=i 

2 

3 

4 

I 

• 7 
8 



H.376492 



14.034590 
15.149512 



13.760682 
14.879799 
15.243701 



12.912328 
13862655 
14.219129 
14.866731 



13-779247 
14.602480 
14.813312 



13.116120 

»3.927377 
14.124094 



12.254335 
13.061605 



12.001735 
12.808213 



13-253355 »2.998964 



»4-554987 • »3.83>734! »2.947898 j 12.690780 
16.546150 16.345120 15.292674' 14.992984 



16.546981 15.447605 
15.804603 



15.069448 
15.222971 
15.586621 



Die hier benutzte Controleformel ist: 

(26, - 6,)- - 2 c? + c; = - :lc(s) + ±0^7) = a,3 . 

Wir bemerken noch, dass die transformirte Form dieser Glieder die 
Grösse m^ nur formell enthalt; in Wirklichkeit zerstören sich alle diese 
Grösse als Factor enthaltenden Glieder gegenseitig, wie aus der untrans- 
formirten Form ohne Weiteres ersichtlich ist. 

3. Weiter behandeln wir die Glieder von 2/}, die fttr die Combination 
aß durch die Form 

darstellbar sind, in der 



Xr = fl, 



«/» 






'|9a 



axx = + y c(«3) axa = - ^cM a,, = + i-c(^5) 
zu setzen ist. Wir erhalten den transformirten Ausdruck in der Form 

Da hier der Coefficient 



c.=|/a„-^ 



als eine um so kleinere Differenz grösserer Zahlen erhalten wird, je geringer 
das Axenverhältniss ist, haben wir, obwohl praktisch für die Darstellung 
der quadratischen Form ein merkbarer Fehler aus dem genannten Umstände 
nicht hervorgeht, doch vorgezogen, die Fotenzentwicklung nach dem Axen- 
verhaltnisse a, nttmlich die Formel 

^a_ 'Q5 i^W. . 27 . 567.4 . »»277^6 . ^^59»9 8 . \ 

^«-^5^^^ 1' + I6^ +256^ + 4096^ + 65536 "" + / 

zur Berechnung zu benutzen, sobald log a < 9.55 ist, und die erste Formel 
fttr Ca nur in den acht übrigen Fällen anzuwenden. 
Die Werthe der Coefficlenten sind diese: 

Harzer, Säculare Ver&udernngeii. 10 
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3») 



aß 


12 


13 


14 


«5 


16 


17 


18 


log ' +20 


14,736105 
14.388021 


14.423106 
13.912767 


13.573524 14-456264 

12.865458 13.203980 

1 


13.794869 
12.277842 


12.933659 
11.112910 


12.681166 
10.665375 


aß 


23 


24 


"5 


26 1 27 


28 


34 


logj*j+20 


15-731051, 14.542040 
15-545448 1 14.132579 


15.274152 
14.295975 


14.604315 
13.359576 


13.740460 
12.191416 


13.487454 
".743254 


14.999449 
14.760098 


aß 


35 


36 


37 38 


45 


46 


47 


log)y+20 


15-479734 
14.645494 


14.798877 13.931623 
13.695790 12.523490 


13.677961 
12.074528 


15.214287. 14.501402 
14.571763, 13.583918 


13.624600 
12.400039 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


.ogty+.o 


13.369113 
11.948850 


17.050953 
16.711870 


15.952889 
15.273974 


15.661322 
14.779500 


16.134094 
15.748099 


15.728366 
15.123306 


15.988032 
15.733506 









3' 


1 








aß 


12 


13 


14 


1 

15 


, 1 
16 , 17 


18 


log C3 + 20 


13.243644 


12.736911 


11.569053 


11.415189 


10.227696 


8.760115 


8.117748 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


log c^ + 20 


14.298098 


12.986830 


12.769265 11.578161 

1 


10.109447 


9.466861 


13-570978 


aß 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


log c, + 20 


13.247285 


12.051480 


10.5813 II j 9938443 


13.321976 


12.112566 


10.638317 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


log c^ + 20 


9.994668 


15.566514 


13.998945 


13-339933 


14.604697 


13.897586 


14.555266 



Die numerischen Werthe der Goeiiicienten sind durch Rückwärtsberechnung 
der a„, Oxa, a,, aus den b^, b^^ c^ geprüft worden. 

4« Weiter sind die Coefficienten ba des Aggregates 

+ (— b,Xr + b^x^ — b^x^)(y, — y» + ^3) 

zu ermitteln y in dem die einzelnen Grössen für die Combination aß die 
folgenden Werthe haben: 

a?i — 0)aa X:, = W«^ X^ = 0}ßß 

Öx = - -^ C(5) - -1 C(6) + -- C('3) , 6, = + ^ C(") - 4 C<^^^ , 

10 44 00 

b. ^ - \d^) ~ -c<^) + -d's). 
3 16 4 ' 4 
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Die Coefncienten haben die folgenden Werthe: 



4) 



aß 




10,085776 
9.891882 
9.872237 



13 



14 



9.42 r752 
9.097844 
9.137269 



7.697794 
7.196365 
7359541 



15 



16 



9.445677 
8.413941 
9.064619 



8.121712 
6.826149 
7-737640 



17 



18 



6.398920 

4.799924 
6.013885 



5.893862 
4.099881 
5.508640 



aß 



«3 



24 



25 



26 



27 



28 



34 




12.136562 
12.050693 
12.01 5881 



9.680907 
9.440006 
9.437632 



11.085597 
10.324725 
10.715018 



9.741837' 8.012826 



8. 71 7601 
9.360930 



6.685298 
7.628578 



7.506562 

5.984075 
7.121661 



10.650349 
10.531694 
10.497044 



(tß 



35 



36 



37 



38 



45 



46 



47 




11.5020271 10.132534 
10.880942 9.248722 
II. 144399 9.755628 



8.395542 
7.208622 
8.012297 



7.887735 
6.505892 

7.503243 



10.985563! 9.541925 
10.544653 8.840310 
10.6615 12 9.175884 



7.782575 
6.778385 
7.402095 



ttß 



48 



56 



57 



58 



67 



68 



78 




7.270479 
6.071462 
6.887120 



14.718194 12.459101 11.863088 
^.530939; ".984754 II. 196092 
14.509295 I 12.126767 1 11.500303 



12.871047 
12.648465 
12.638741 



12.018083 
11.611103 
11.703676 



12.621549 
12.493077 
12.459333 



Als Controle ist' hier die Summe der ba nach der etwas veränderten 
Formel 

6x + 6a + 63 = 2 (- y C(8) + c(-) + C^3) + c^*)) + i- C^') + ^ (c^^) + C^")) 

berechnet worden, wobei zu beachten ist, dass die Hälfte des ersten Gliedes 
der rechten Seite bereits in der ersten Abtheilung yorkommt. Die Loga- 
rithmen der ba sind zweimal unabhängig aufgeschlagen worden. 

5. Sodann kommen die Glieder 
wobei für die Gombination aß 

ist. Die Coefficienten 6, sind bereits in 2 berechnet worden, sie sind den 
dort mit cl = c] bezeichneten Grössen gleich. 



^0" 
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5) 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


log 6, + 20 


8.468257 


8.001045 


6.388165 


8.208585 


6.889297 


5.167985 


4.663215 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


log 6j -f 20 


10.091817 


8.154640 


9-831836 


8.5045 II 6.780680 


6.275422 


8.789527 


«^ 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


log ftj + 20 


10.226729 


8.888915 


7.161848 6.655964 


9.649014 


8.280738 6.544582 


«/9 


48 


56 


57 


58 


67 


68 
10.662330 


78 
10.803231 


log 6, -1- 20 


6.036960 


13.085030 


II. 138442 . 10.596492 


11.312815 



6. Schliesslich sind die Producte 
zu bildeD, in denen für die Combination aß 

Xx = (faß Vx = 9?«+an+|» 

ist. Die Coefificienten 6, kommen bereits in der Controleformel bei i vor. 

6) 



aß 


12 


13 


H 


15 


16 17 


18 


Iog6j + 20 


8.276180 


7.677150 


5.886411 


7.176798 


5593718 1 3-568983 


2.869233 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 28 


34 


log 6j 4- 20 


10.012263 7.914604 


9.070806 ; 7.480222 


5-453139 


4752930 


8.675434 


«^ 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


log öj + 20 


9.605388 


8.005008 


5.974902 


5.274100 


9.207789 


7.578926 


5540335 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


log b^ + 20 


4.837920 


12.899768 


10.663769 


9.929275 


11.091415 


10.255073 


10.678860 



Die folgenden Blatter enthalten dentransformirten Werth von 2£A<') in 
unentwickelter Form. Die Anordnung ist verstandlich nach den drei Bei- 
spielen: 
i?Quailrate, positiv 12 +(+(27.227589)cr„ —(30.7 14042) cTxa + (30.822265) cr,3 — 
i^Quadrate, negativ II — (+(25.4i6i5o)Qr„ —(28.712612)07x2 +(28.848i9i)cDrxa — • 
4. Producte, positiv 12 +(— (22.385039) ajTxx +(25.855795)^" —(25.9663 19) tar„ +• 
X(+(33-868i24)cXio,o+(34.9250i3)®^xoii— (37-050497)c^io«+- 
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Bemerkt werden möge hierzu noch, dass die Ausdrücke 

mit Htllfe von GAUss'schen Logarithmen zur Gontrole in zwei Anordnungen, 
nämlich 

{biXx — 6ai»a) + b^x^ und (bjXi + 63X3) — b^x^ 

berechnet worden sind. Nur bei der Transformation der Abtheilung 2^} wurde 
ein anderes Verfahren angewendet; da nämlich dort 

bjXr — 62X2 + b^X^ = biOaß + (bi — 62) Wn+an+i? 

ist und die Oaß duch sonst in dem transformirten Ausdrucke von 2R vor- 
kommen — es sind die zweiten Colonnen in der Abtheilung 4 — so ist 
dieses Trinom auf ein Binom reducirt. Diese Binome und die in der Ab- 
theilung 3 vorkommenden Binome 

bxXi + b^X2 

wurden gleichfalls mit Hülfe von GAUSs^schen Logarithmen transformirt; die 
Argumente zum Aufschlagen dieser Logarithmen wurden doppelt gebildet, 

einmal durch b^Xt : b^x^ und das andere Mal durch r^Xtix^. Die GAüss'sohen 

Logarithmen selbst wurden zweimal — nicht hintereinander — aufgeschlagen 

und auch die Summe doppelt gerechnet. Die Transformationsrechnung bei 

der Abtheilung 3 ist besonders einfach, weil je sieben auf einander folgende 

b X 
Quotienten t^— ^ denselben Werth haben. Schliesslich sind in der Abtheilung 5 
O2X2 

die Ausdrücke 6x(a?x — flCa) mit den Numeri der Coefficienten der ac, = (Oaa 

und X3 = (jjßß gebildet worden ; die Resultate der Reihen für die Xj — x^ 

wurden sodann durch Summen sorgfältig geprüft und zu den aufgeschlagenen 

Logarithmen der Logarithmus von bi addirt; die beiden letzten Operationen 

wurden doppelt ausgeführt. Die Werthe der yr — y^ in derselben Abtheilung 

wurden durch GAuss'sche Logarithmen gebildet in derselben Weise, wie die 

Binome b^x^ + b^Xa* Wenn die eine dieser Methoden vor der anderen einen 

Vortheil haben sollte, so kann er doch nur unbedeutend sein; ich habe zu 

beiden sehr nahe dieselbe Zeit gebraucht. 

Schliesslich erwähnen wir noch, dass in dem durch weitere Behandlung 

der unentwickelten Form von zR entstehenden entwickelten Ausdrucke von 

zR der Logarithmus eines jeden Coefficienten um die Zahl 80 vermindert 

werden muss. Übrigens werden die sechsten Decimalen der Logarithmen 

durch die mannigfachen Transformationen im Allgemeinen ihre Bedeutung 

verloren haben; den fünften Decimalen wird aber wohl, von ungünstigen 

Fällen abgesehen, eine reelle Bedeutung zukommen, und das ist mehr als 

genügend für das praktische Bedürfniss. 
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Transformirler Werth von zeR^^K 
i\ Quadrate, positiv. 



aß 


12 


13 


14 


15 

_ 


16 


17 


18 


füll 


27.227589 


28.050686 


28.851027 


29.726306 


30.049273 


26.339862 


23,920429 


nji2 


30.7i4042n 


30.922804« 


31.488588 


29.536139« 


29.002939 


26.922282« 


26.478720» 


W13 


30.822265 


30.946959 


31.587606 


29.680098 


29.312877« 


27.050194 


26.614235 


roi4 


30.705317« 


30.815423 


30.289821 


30.369324« 


29.891038 


27.758249»* 


27.315214»« 


Wis 


32.765616 


32.743962« 


32.5483411» 


32.894210 


32.421603« 


30.275867 


29.834823 


nii6 


29.770201 « 


30.394048 


30.567999 


31.908750« 


31.640716 


29.482078 


27059535 


nJi7 


28.991705»! 


29.469204 


29.664465 


31.006215« 


30.799960 


29.706167« 


27.384780 


rai8 


27.927938,» 


28.368856 


28.616974 


29.997905 « 


29.883547 


28.916901« 


28.344039« 


m22 


34.201842 


33-806193 


34.126370 


31.541764 


30.877694 


30.015859 


29.763209 


0)23 


34.309563»' 


33.830729 H 


34.225009 


31.677395« 


31.013540« 


30.151429« 


29.898788« 


OJ24 


34.187728 


33.685874« 


32.946651 


32.378249 


31.714267 


30.852363 


30.599714 


Was 


36.236994« 


35.578797 


35.220405« 


34.897898 t. 


34.233900« 


33.371978« 


33."933i»» 


»26 


33.295371 


33.299254»' 


33.197399 


32.135326« 


31.561989« 


30.778773« 


30.493286« 


l»27 


32.494659 


32.364051« 


32.297827 


30.767943« 


30.309871« 


29.562611 


29.362105« 


0^28 


31.423324 


31.257706« 


31.252604 


29.021 511 


28.585912» 


29.012673 


29.410461 


0^33 


34.417290 


33.85544* 


34.324297 


• 
31.813026 


31.149513 


30.287000 


30.034366 


W34 


34.296045»» 


33.704130 


33.012134 


32.513880« 


31.850145« 


30.987934« 


30.735293»* 


^35 


36.346663 


35.578234»» 


35.258556« 


35033529 


34.369785 


33.507549 


33.254910 


0X36 


33-398724" 


33333776 


33.310299 


32.267647 


31.673825 


30.912894 


30.628869 


0137 


32.600535« 


32.393923 


32.404010 


30.893958 


30.381349 


29.655671»» 


29497398 


»38 


31.530090« 


31.284810 


31.354923 


29.205975« 


27.796661 


29.124264« 


29.543606« 


W44 


34.225241 


35.740300 


32.431358 


33.214734 


32.550848 


31.688868 


31.436219 


W45 


36.373i23n 


35.926495« 


34.909864« 


35-734383» 


35.070483« 


34.208483« 


33.955836» 


W46 


32.183902 


32.474145 


31.825939« 


32.973096« 


32.392554« 


31.615176« 


31.329791« 


1047 


32.266382 


32.002197 


30.256229 


31.608128« 


31.130886« 


30.396240 


30.198560» 


0748 


31.311091 


31.037896 


29.837174 


29.837317 


29.311730« 


29.847524 


30.246543 


rojs 


38.643843 


38.284898 


37.405011 


38.254032 


37.590118 


36.728097 


36.475453 


»56 


35.634291 


35.402246 


34.571626 


35.490697 


34.910805 


34.134411 


33.849409 


W57 


33.968636 


33.961916 


33.112612 


34.121876 


33.646894 


32.905040H 


32.718140 


WsS 


32.987186« 


32.329383»» 


31.760153« 


32.389414« 


31.801621 


32.360958« 


32.765842« 


»66 


33.275733 


33.154157 


32.510532 


34.126058 


33.284052 


32.647134 


31.231777 


W67 


32.172225 


32.085315 


31.512416 


33.207307 


32.415388 


32.843801« 


29.565373»» 


»68 


30.910245 


30.875190 


30.399263 


32.188677 


31.483277 


32.055318« 


31.142592 


»77 


31.130001 


31057795 


30.550506 


32.296012 


31.561542 


33-073356 


30.900600 


W78 


29.926630 


29.886088 


29.465399 


31.282205 


30.637962 


32.283940 


31.874750» 


OT88 


28.766683 


28.744497 


28.399403 


30.271447 


29.719089 


31.494408 


32.852805 
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Transformirter Werth von 2«W'). 
I*. Quadrate, positiv. 





«^ 


23 


24 1 25 


26 


27 


28 


34 


<•■. 


29.424982 


29.771874 


30.533412 


30.856855 


27.153933 


25.496146 


30.175135 


«l. 


32.491589» 


32.347060 


31.473784 


31.139034« 


29.095812« 


28.936754« 


32.826177 


J !" 


32.555839 


32.551069 


31.579239« 


31.234472 


29.201594 


29.042874 


32.800877 


/ '' 


30.763127 


31.061417« 


31.284207 


30.948426« 


28.903266« 


28.743527« 


31.537329« 


/ *^5 


32.291050n 


32.3 7 7680 M 


32.544073 


32.208667« 


30.161039« 


'29.999719« 


32.724693« 


f 


3I.3I552I 


31.398532 


32.716484« 


32.445113 


30.265949 


28.601608« 


31.633800 


XXß t 7 


30.372479 


30.490088 


31.811860« 


31.604155 


30.509837« 


28.016268 


30.741748 


C0x8 


29.298380 


29.454257 


30.803347« 


30.688694 


29.719981« 


29.120647« 


29.721412 


iDas 


35.568136 


34.940252 


34.240488 


33.562073 


32.695390 


32.441839 


35583101 


ar2 3 


35633955» 


35.114942 


34.346597« 


33.668124« 


32.801513« 


32.547960« 


35.537946 


«Ta^ 


33.260118 


33.366055« 


34.047323 


33.368861 


32.502157 


32.248610 


34.372885« 


<92S 


35577323 


34.728714« 


35.303581 


34.625080 


33.758340 


33.504802 


35.557298« 


«^ae 


34.257526« 


34.033989 


33.296975 


33.028293 


32.409248 


32.072705 


34.309609 


«»»a-y 


33.338597« 


33.112002 


31.239277 


31.873125 


31.734563« 


31.145029 


33435197 


«»a« 


32.289192« 


32.063018 


31.334433« 


29.861775 


31.032109« 


31.42641 1« 


32.429913 


«»3 3 


35.700019 


35.336996 


34.452706 


33.774176 


32.907636 


32.654081 


35.517651 


»^3-* 


33.568521« 


33.948379« 


34.153433« 


33.474912« 


32.608280« 


32.354731« 


34.226142« 


^^S 


35.668338« 


35.252012« 


35.409690« 


34.731131« 


33.864463« 


33.610923« 


35.414471« 


'*»3Ö 


34.298027 


34.136563 


33.404610« 


33.139667« 


32.515599« 


32.178825« 


34.364349 


'^^:j^ 


33.384352 


33.238231 


31.366485« 


31.990003« 


3 1.8425 II 


3I.25II82» 


33.468569 


**»:3ö 

1 


32.339974 


32.211712 


31.438848 


30.086020« 


31.139726 


31.532688 


32.444906 


^^^ 


33.950154 


33.134737 


33.854159 


33.175649 


32.308924 


32.055381 


33.402823 


^^s 


35.174518 


34.400892 


35.110418 


34.431869 


33.565107 


33.311573 


34.580854 


^^e 


33.820336 


32.487791 


33.095298 


32.833743 


32.215557 


31.879477 


32.025576« 


*^:7 


32.801512 


31.167405 


30.906758 


31.677174 


31.537633« 


30.951769 


31.699636« 


i ^-^« 


31.626959 


29.821696« 


31.150498« 


29.633323 


30.835853« 


31.233029« 


30.895550« 


\ ■"' 


36.452077 


35.668324 


36.366676 


35.688089 


34.821290 


34.567765 


35.759014 


\ "»56 


34.966455 


33.625381 


34.342746 


34.087874 


33.470676 


33.135669 


33.347567« 


\ «-sr 


33.926495 


32.009354 


31.952775 


32.929095 


32.785121« 


32.207955 


32.917800« 


\ «"58 


32.715225 


31.430152« 


32.415923« 


30.828327 


32.084942« 


32.489188« 


32.096206« 


ro66 


33.772799 


33.208045 


34.912921 


34.060941 


33.438988 


31.721189 


33.365590 




W67 


32.771646 


32.262719 


34.004562 


33.210714 


33.651001« 


30.632231« 


32.433566 




»68 


31.624379 


31.189029 


32.992147 


32.287060 


32.862154« 


31.935610 


31.374464 




m^^ 


31.773805 


31.323860 


33.097239 


32.363560 


33.879397 


31.707485 


31.509175 




WjB 


30.631316 


30.257295 


32.085912 


31.442659 


33.090022 


32.681237« 


30.458021 




or88 


29.495633 


29.198324 


31.075725 


30.524192 


32.300665 


33.658838 


29.414888 
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Transformirter Werth von 26Ä^'). 
i\ Quadrate, positiv. 



aß 


35 36 


37 38 


45 46 


47 


OJii 


30.750523 


31.045639 


27.539114 


26.806064 


30.684954 


30.730148 


28.395952 


n7i2 


32.032479« 


31.278107 


20.975075« 


29.691130« 


32.820650 


30.745622 


31.004430 


ms 


32.060992 


31.319583« 


30.003163 


29.719301 


32.924417 


30.841205 


31.108176 


roi4 


31.765413 


31.020036« 


29.705756 


29.422028 


31.265445 


28.837606 


29.445204 


lüis 


32.939211 


32.199083« 


30.876220 


30.593028 


32.404877 


29.755528« 


30.577794 


nyi6 


32.906337« 


32.635469 


30.545269 


29.339380 


32.619649« 


32.328383 


30.545096 


OBij 


32.004448« 


31.794057 


30.715473« 


28.720254 


31.720882» 


31.483893 


30.510332» 


WiS 


30.999027« 


30.878342 


29.928043« 


29.458224« 


30.721776« 


30.565253 


29.731735« 


0Ja2 


34.404937 


33.707949 


32.835469 


32.580765 


35.268602 


34.520592 


33.631724 


nj23 


34.433127« 


33.736235« 


32.863636« 


32.608936« 


35.372355 


34.624359 


33.735472 


»84 


34.135955« 


33438945« 


32.566360« 


32.311665» 


33.710559 


32.962138 


32.072668 


Was 


35.307118« 


34.610015« 


33.737339« 


33.482665« 


34.845409 


34.096138 


33.205773 


W26 


31.885983 


33.122102« 


32.603826« 


32.238178« 


33.923750« 


33.325263 


32.941804 


»27 


32.479114 


31.933441« 


32.077372 


31.362024» 


33.121850« 


32.193751 


32.519149» 


OTaS 


31.783095 


30.1 142 10 


31.347468 


31.733812 


32.229791« 


30.164521« 


31.773105« 


W33 


34.461318 


33.764524 


32.891804 


32.637107 


35.476108 


34.728125 


33.839219 


W34 


34.164146 


33.467233 


32.594528 


32.339836 


33.814312 


33.065904 


32.176415 


n^SS 


35.335309 


34.368307 


33.765506 


33.510836 


34.949162 


34.199906 


33.309520 


»36 


31.979522n 


33.142729 


32.631737 


32.266350 


34.027684« 


33.428183 


33.045529 


»37 


32.509527« 


31.944609 


32.104070« 


31.390162 


33.225747« 


32.295878 


32.622796« 


»38 


31.812362« 


30.259016« 


31.374354« 


31.761846« 


32.333652« 


30.288900« 


31.876761« 


»44 


33.866974 


33.169942 


32.297251 


32.042565 


32.152533 


31.403705 


30.513613 


0745 


35038139 


34.341014 


33.468230 


33.213565 


33.287412 


32.537737 


31.646723 


»46 


31.910257« 


32.846774 


32.334039 


31.969079 


32.399351« 


31.741035 


31.380065 


"47 


32.223170« 


31.650329 


31.804372« 


31.092872 


31.590423« 


30.583872 


30.947878» 


»48 


31.520471« 


29.943657« 


31.074967« 


31.464498« 


30.692122« 


28.993777« 


30.203010« 


»55 


36.209304 


35.512087 


34.639210 


34.384564 


34.422338 


33.671807 


32.779846 


»56 


33.306464« 


34.013070 


33.503358 


33.140080 


33.583946« 


32.839053 


32.504896 


W57 


33.411741« 


32.810578 


32.965700« 


32.263853 


32.765390« 


31.640346 


32.041524« 


W58 


32.700276« 


31.175886« 


32.237555« 


32.635423« 


31.858224« 


30.375250« 


31.300668» 


W66 


35.098574 


34.246455 


33.631846 


31.913128 


34.782434 


33.932148 


33.334039 


»67 


34.191356 


33.397681 


33.842471« 


30.734547« 


33.875936 


33.084681 


33.535927« 


»68 


33.180140 


32.475091 


33.053664»» 


32.102378 


32.865783 


32.162590 


32.747373« 


»77 


33,284893 


32.551442 


34.069640 


31.899084 


32.969640 


32.238814 


33.760028 


»78 


32.274509 


31.631246 


33.280303 


32.871886« 


31.959783 


31.318585 


32.970781 


»88 


31.265035 


30.713283 


32.490983 


33.849024 


30.950358 


30.400503 


32.181554 



Digitized by 



Google 



DlB SÄGULARBN VbRÄNDBRUNGBII DBR BaHIVEN DER GROSSEN PlANBTBU. 153 



Transformirter Werth von 2eR^*\ 
i\ Quadrate, positiv. 



aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


roxi 


28.105082 


33320092 


30.654572 


30.370949 


31.970282 


31.464889 


28.945603 


012 


30.739403 


31.375330*' 


28.065827 


27.713038 


30.113559« 


29.601938« 


27.243191« 


roi3 


30.843151 


31.846837« 


28.854192 


28.531483 


30.600892 « 


30.087995« 


27.756159« 


»14 


29.180409 


31.143051« 


29.365923 


29.060109 


30.253204« 


29.676657« 


27.975724« 


rois 


30.313712 


32.551515" 


30.929162 


30.612056 


31.800690« 


31.165900« 


29.724646« 


roi6 


29.907221 


34.348793 


32.924439« 


32.559297« 


33.898780 


33.047737 


32.130445 


roi7 


29.145735 


33.615847 


32.082402 


31.825920» 


33.838149« 


32.525709 


32.389249« 


rox8 


29.644126»! 


32.804289 


31.404781 


32.302587 


33.056894« 


33.204868« 


32.272214 


1922 


33.373835 


29.443783 


26.112816 


25.065781 


28.256985 


27.738988 


25540779 


ro,3 


33-477583 


29.917863 


26.733946 


25.879388 


28.744346 


28.225046 


26.053748 


»24 


31.814842 


29.282943 


27.109925 


26.402885 


28.398014 


27.813714 


26.273330 


»25 


32.948145 


30.717552 


28.744097 


27.955968 


29.946534 


29.302954 


28.022264 


Wi6 


32.542877 


32.551699« 


30.958599« 


29.897528» 


33.047318« 


31.185399« 


30.428088« 


»27 


31.744001 


31.778191« 


31.033514 


29.283312» 


31.991985 


30.663837« 


30.686922 


»28 


32.158570« 


30.933679« 


30.249121 


29.937006 


31.210528 


31.344070 


30.570417« 


»33 


33.581331 


30.392433 


27.382999 


26.695184 


29.231715 


28.711103 


26.566717 


»34 


31.918590 


29.769440 


27.788969 


27.220264 


28.885655 


28.299774 


26.786305 


»35 


33.051893 


31.208032 


29.406562 


28.773580 


30.434384 


29.789012 


28.535244 


»36 


32.646625 


33.047348« 


31.581566« 


30.717741« 


32.535706« 


31.671443« 


30.941077« 


»37 


31.847747 


32.268125« 


31.597274 


30.052801 n 


32.481421 


31.150098« 


31.199922 


W38 


32.262308 n 


31.418498» 


30.815310 


30.645330 


31.699923 


31.830532 


31.083622« 


W44 


30.255850 


29.363802 


28.223123 


27.746481 


28.551717 


27.888475 


27.006299 


»45 


31.389153 


30.855126 


29.825604 


29.299964 


30.109454 


29.377696 


28.755525 


»46 


30.983891 


32.753932 n 


31.959644« 


31.245975« 


32.233264« 


31.259786« 


31.161932« 


1 «47 


30.184835 


31.908382« 


31.896422 


30.541176« 


32.219563 


30.743625« 


31.421463 


l «^48 


30.59894O" 


30.988399 w 


31.118229 


31.072288 


31.436603 


31.428822 


31.317421« 


«"SS 


32.522456 


32.355096 


31.436131 


30.853472 


31.673606 


30.866925 


30.504953 


»56 


32.117197 


34.262320« 


33.592639« 


32.819989» 


33.812488« 


32.749211« 


32.911766« 


»57 


31.318043 


33-407300« 


33575382 


32.088831 » 


33.822970 


32.230102 « 


33.171778 


»58 


31.731891« 


32.475267« 


32.794915 


32.609125 


33.039199 


32.912605 


33.076143« 


»66 


31.725085 


36.177418 


35.804500 


34.749011 


35.984056 


34.635140 


35.319389 


/ «»67 


29.615246 


35.313517 


35.875854« 


33964495 


36.040326« 


34.056813 


35.580360« 


l»68 


31.722038 


34.369615 


35.09 «599« 


34.309180« 


35.255134« 


34.676597« 


35.500955 


W77 


31.595600 


34.459633 


36.044327 


33.955112 


36.148944 


34.026593 


35.842460 


W78 


32.563628« 


33.529074 


35.256691 


34.863340« 


35.362295 


34.919109« 


35.78141011 


\ »88 


33.539281 


32.615235 


34.469161 


35.815535 


34.575685 


35.847401 


35.939688 



Digitized by 



Google 



154 



Paul Harzbr, 



Transformirter Werlh von zeR^^l 
i\ Quadrate, negativ. 



aß 


1 
II 1 22 


33 


44 


55 


66 


77 


88 


Wii 


25.416150 


27.674044 


28.969877 


30.172296 


31.805113 


32.947534 


29.375939 


26.922229 


l»I2 


28.712612 H 


31.174908»» 


31.861024,1 


32.807088 


29.135569 


31.084270,» 


27.672918« 


25.211317« 


tüi3 


28.848191 


31.281029 


31.889195 


32.910836 


29.959371 


31.570268». 


28.185653« 


25.720983 H 


roi4 


29.549117»» 


30.981679»» 


31.591924 


31.248097 


30.490128 


31.157508»» 


28.39061411 


25.665555« 


mis 


32.068734 


32.237871 n 


32.762924 


32.381401 


32.044272 


32.647562 ,»j 30.128896», 


26.988091« 


I0i6 


29.443482 


30.807926»» 


31.521405 


31.980044 


33.997529« 


34.545112 32.512536 


29.764556« 


roi7 


28.255354 


29.777831»» 


30.515721 


31.035017 


33.090285 n 


33.700977 32.743327»» 


30.454982 


nJi8 


26.876379 


28.584310»! 


29.361711 


29.961662 


32.079042,1 


32.782745 


31-953877»» 


31.433559»' 


1022 


32.009074 


34.675772 


34.752171 


35.441880 


26.466025 


29.221006 


25.969897 


23.500405 


nja3 


32.144653»' 


34.781893»* 


34.780342»» 


35.545628 


27.289827 


29.707004 


26.482632 


24.010071 


nJ24 


32.845579 


34.482543 


34.483071»» 


33.882889 


27.820584 


29.294244 , 26.687593 1 23.954643 1 


füas 


35.365196« 


35.738735 


35.654071« 


35.016193 


29.374728 


30.784298 28.425875 


25.277179 


t»96 


32.739944« 


34.308790 


34.412552»» 


34.614836 


31.327985,, 


32.681848« 


30.809515»» 


28.0536+4 


nia7 


31.551816»» 


33.278695 


33.406868»» 


33.669809 


30.420741»» 


31.837713»» 


31.040306 


28.744070« 


G328 


30.172841« 


32.085174 


32.252858». 


32.596454 


29.409498»» 


30.919481« 


30.250856 


29.722647 


0^33 


32.280232 


34.888014 


34.808513 


35.649376 


28.113629 


30.193002 


26.995367 


24.519737 


0'34 


32.981158« 


34.588664»» 


34.511242 


33.986637 


28.644386 


29.780242 


27.200328 


24.464309 


®3S 


35.500775 


35.844856,. 


35.682242 


35."994i 


30.198530 


31.270296 


28.938610 


25.786845 


0136 


32.875523 


34.41491 1»» 


34.440723 


34.718584 


32.151787« 


33.167846« 


31.322250« 


28.563310 


W37 


31.687395 


33.384816,1 


33.435039 


33.773557 


31.244543»» 


32.323711« 


31.553041 


29.253736" 


n»38 


30.308420 


32.191295 M 


32.281029 


32.700202 


30.233300.» 


31.405479»» 


30.763591 


30.232313 


W44 


33.682084 


34.289314 


34.213971 


32.323898 


29.175143 


29.367482 


27.405289 


24.408881 


Iff45 


36.201701 w 


35.545506 


35.384971 


33.457202 


30.729287 


30.857536 


29.143571 


25.731417 


W46 


33.576449»» 


34.II5561 


34.143452 


33055845 


32.682544,» 


32.755086,. 


31.527211«! 28.507882 1 


W47 


32.388321»» 


33.085466 


33.137768 


32.1 108 18 


31.775300.» 


31.910951« 


31.758002 


29.198308». 


0X48 


31.009346»» 


31.891945 


31.983758 


31.037463 


30.764057»» 


30.992719« 


30.968552 


30.176885 


W55 


38.721318 


36.801698 


36.555971 


34.590506 


32.283431 


32.347590 


30.881853 


27.053953 


»56 


36.096066 35-371753 


35.314452 


34.189149 


34.236688 n 


34.245140»! 


33.265493»» 


29.830418 


W57 


34.907938 


34.341658 


34.308768 


33.244122 


33.329444»» 


33.401005« 


33.496284 


30.520844« 


»58 


33.528963 


33.148137 


33.154758 


32.170767 


32.318201»» 


32.482773»» 


32.706834 


31.499421 


0166 


33.470814 


33.941808 


34.072933 


33.787792 


36.189945 


36.142690 


35.649133 132.606883 


0)67 


32.282686 


32.9II7I3 


33.067249 


32.842765 


35.282701 


35.298555 


35.879924«' 33.297309»« 


W68 


30.903711 


3I.718I92 


31.913239 


31.769410 


34.271458 


34380323 


35.090474»»! 34.275886 


«»77 


31.094558 


3I.881618 


32.061565 


31.897738 


34.375457 


34.454420 


36.110715 ,33.987735 


WjS 


29.715583 


30.688097 


30.907555 


30.824383 


33.364214 


33.536188 


35.321265 34.966312« 


1088 


28.336608 


29.494576 


29.753545 


29.751028 


32.352971 


32.617956 


34.531815 ,35.944889 



Digitized by 



Google 



Die säcularbn Veränderungen der Bahnen der grossen Planeten. 155 



Transformirter Werth von zeW^K 
I^ Quadrate, positiv. 



aß 


12 


»3 


14 


15 


16 


17 ; 18 


WlX 


26.11553611 


26.346700 


26.175279 


26.538494« 


26.106428 


23.517337« 


21.941877« 


OTia 


29.522298 


29.486166« 


29.063953« 


29.533926 


29.101864« 


26.512773 


24.937313 


W13 


29.Ö43799« 


29.594019 


29.386387 


29.669507 « 


29.237432 


26.648338« 


25.072878« 


W14 


30.007985 


30.165034« 


30.006835« 


30.370429 


29.938365" 


27349277 


25.773816 


roi5 


32-463535« 


32.698854 32.526849 


32.890048« 


32.457982 


29.868890« 


28.293431 " 


1016 


29.782451 " 


30.087285 .29.904193 


30.258398« 


29.834342 


27.296182« 


25.638846« 


Wx7 


28.565453" 


28.906432 1 28.718014 


29.064369 n 


28.648152 


26.431047 


25.253689» 


OD18 


27.130943" 


27.541500 


27.343647 


27.668450« 


27.275805 


25.759795 


26.151791 


1932 


32.91 2862 n 


32.534309 


32.106533,» 


27.165412 


27.539626 


25.110778« 


23.527427" 


OJ23 


33.033962 


32.619496« 


30.790330 


27.588545 


27.467906 


25.086204« 


23.497552« 


W»4 


33.487109« 


33.034320 


32.64375«'* 


28.334003 


28.144204 


25.891929« 


24.213566« 


»35 


35.965737 


35.590924« 


35.161553 


30.028762 « 


30.587663« 


28.107456 


26.570925 


W26 


33.306572 


32.999586« 


32.524185 


31.726374» 


30.700247« 


29.649400 


27.779571« 


Wa7 


32.101584 


31.828871« 


31.326682 


30.819115»* 


29.855669« 


29.880156« 


28.470063 


IV28 


30.691500 


30.482419»» 


29.924522 


29.807862« 


28.937198« 


29.090707 « 


29.448639« 


»33 


33.154562« 


32.698059 


32.345860 


28.124793» 


28.161203« 


25.759092 


24.172672 


»34 


33.595826 


33051997" 


32.743872« 


28.035475 


28.526315 


25.992021« 


24.488893« 


»35 


36.071 702 H 


35.619522 


35.265450 


31.074976« 


31.083828» 


28.700954 


27.096993 


W36 


33.410040« 


33.037202 


32.652865 


31.861764 


30.833201 


29.784864« 


27.915370 


0»37 


32.203732« 


31.870785 


31.474059 


30.954595 


29.990060 


30.015739 


28.605639« 


0^38 


30.791059« 


30.531809 


30.116518 


29.943399 


29.072366 


29.226287 


29.584218 


»44 


33.556138« 


33.101714,, 


31.384047« 


29356476 


28.449369 


26.664979« 


24.818170« 


"45 


35.750376 


35.300390 


33.584414 31.525294« 


30.625363« 


28.805019 


27.008257 


W46 


32.311396 


31. 620446 n 


31.746752" 32.562953" 


31.536082« 


30.485897 


28.616114« 


»47 


31.323126« 


31.320027« 


30.832285« 


31.655658« 


30.691871« 


30.716661« 


29.306567 


ID48 


30.529436« 


30.375990« 


29.778362« 


30.644384« 


29.773598« 


29.927212« 


30.285144« 


"55 


37.331947 


36.792331 


35.036968 


33.430237" 


32.459040« 


30.922878 


28.660323 


"56 


35.627824 


35-267371 


34.337167 


35.082453 


34.055547 


33.005484« 


3i.«3576o 


"57 


34.589713 


34255733 


33.391033 


34.175214 


33.211419 


33.236279 


31.826184« 


1058 


33.389738 


33.097057 


32.316931 


33.163974 


32.293191 


32.446829 


32.804761 


CD66 


33.276750 


32.925560 


32.010359 


32.758242 


31.731338 


30.681266« 


28.811536 


i»67 


32.174787 


31.838165 


30.960574 


31.732879 


30.748410 


30.594151 


29.195149« 


"68 


30.914499 


30.608280 


29.799062 


30.626715 


29.731188 


29.817297 


30.179534 


"77 


31.058527 


30.731748 


29.877204 


30.662870 


29.699075 


29.723929 


28.313834« 


W78 


29.782104 


29.479662 


28.677386 


29.505572 


28.608904 


28.732895 


28.989470 


1088 


28.486031 


28.198763 


27424874 


28.272652 


27.401868 


28.155504 


27.913436 



Digitized by 



Google 



156 



Paul Harzer, 



TraDsformirter Werth von 26Ä<'>. 
i^ Quadrate, positiv. 



aß 


23 


24 


25 


26 


27 1 28 


34 


ro,i 


28.326894 n 


28.0391 64 n 


28.351855 


27.916775« 


25.326738 


23.751087 


27.043446 


OBia 


31.622117 


31.175450 


31.551689« 


31.I16611 


28.526575« 


26.950924« 


31.282730« 


ro,3 


31-713935" 


31.400260« 


31.657811 


31.222725« 


28.632686 


27.057035 


31.881714 


roi4 


31-233178 


31.043215 


31.358450« 


30.923383 


28.333365« 


26.757704» 


31.376637 


tBis 


32.509020 


32.300038 


32.614631« 


32.179578 


29.589602« 


28.013898« 


32.546638 


n»i6 


31.028035 


30.851022 


31.231759« 


30.736807 


25.956934 


26.763212« 


31.365971 


rox7 


29.988951 


29.816247 


30.216004« 


29.699702 


28.416143« 


26.966327 


30.370123 


OT18 


28.779308 


28.614213 


29.051359« 


28.487845 


27.612882« 


27.961496« 


29.231078 


10 92 


34.718905« 


34.174820 


29.183175» 


29.554375« 


27.124581 


25.541039 


34.569385« 


Was 


34.787797 


31.716238« 


29.613591« 


29.505021 n 


27.120125 


25-531523 


33.575468« 


«24 


33429554« 


33.698877 


30.248836« 


29.514504» 


27.591536 


25.782447 


33976384 


tüas 


34.972004 n 


34.950626 


31.796999« 


30.935889« 


29.296753 


27.093526 


35.149332 


fOa« 


32.864026 


33.636075 


33.744102 


32.714122 


31.663166« 


29.793253 


33.757706 


»97 


32.123269 


32.629522 


32.836859 


31.870010 


31.893960 


30.483674« 


32.719411 


1098 


3II96334 


31.475236 


31.825617 


30.951798 


31.104510 


31.462251 


31.508852 


"33 


34.853197» 


34.384689« 


30.113098 


30.146494 


27.743437» 


26.156826« 


34.701304 


OI34 


31.933927« 


33.765079 


30.273329 


28.907509« 


27.484259« 


25.433567« 


34.121331 


»35 


34.750000 


35.026090 


31.863363 


30.306953 


29.338355« 


26.830918« 


35.290837 


III36 


33.517482». 


33.424413 


33.850239« 


32.820463« 


31.769297 


29.899356« 


34.137492 


»37 


32.590680« 


32.340874 


32.942992« 


31.976274*1 


32.000081« 


30.589795 


33.145569 


»38 


31.533515« 


31.031210 


31.931746« 


31.057994« 


31.210631« 


31.568372« 


32.012263 


IÜ44 


34.256576 


32.422600 


30.344505« 


29.434384« 


27.649048 


25.802048 


32.741294 


»45 


35.472258 


33.621680 


31.774739« 


30.823062« 


29.210002 


27.092678 


33.893855 


W46 


34.137500 


32.904380 


33.550785 


32.520839 


31.469918« 


29.600042 


33.235767 


»47 


33.121223 


31.950730 


32.643564 


31.676745 


31.700732 


30.290445« 


32.282963 


»48 


31.950778 


30.867535 


31.632344 


30.758550 


30.911281 


31.269022 


31.200644 


»55 


36.683768 


34.812096 


33.154841« 


32.180630« 


30.643522 


28.380776 


35.045598 


Ws6 


35.358176 


34.148579 


34.806888 


33.776946 


32.726065« 


30.856238 


34.401823 


»57 


34.343056 


33.196887 


33.899689 


32.932882 


32.956927 


31.546636« 


33.449590 


»58 


33.174457 


32.115964 


32.888492 


32.014712 


32.167474 


32.525214 


32.367939 


W66 


34.012304 


32.980794 


33.678153 


32.648235 


31.597217« 


29.727296 


33.402722 


»67 


32.994586 


31.995312 


32.713813 


31.720998 , 


31.502482 


30.108347« 


32.428425 


W68 


31.821824 


30.871807 


31.633365 


30.713799 


30.728031 


31.095325 


31.319406 


»77 


31.976525 


31.005672 


31.740814 


30.774005 


30.797913 


29.387627« 


31. 45201 1 


OT78 


3a8o3209 


29.876377 


30.647926 


29.739585 


29.851818 


30.062242 


30.340202 


1V88 


29.628994 


28.738796 


29.536050 


28.662252 


28.814942 


29.172683 


29.224646 



Digitized by 
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Transformirter Werth von zeR^^K 
1^. Quadrate, positiv. 



aß 

Viz 


35 
29.271837.. 


36 
28.832870 


37 
26.241616« 


38 


45 


46 


47 


24.665728« 


29.967012« 


29.517010 


26.922360 w 


Via 


31.861953 


31.422995« 


28.831744 


27.255856 


32^300776« 


31.850758 


29.256120« 


ort3 


31.890132« 


3i.45»i36 


28.859870« 


27.283983« 


32.404533« 


31.954487 


29.359819« 


W14 


31.592904« 


31.153870 


28.562526« 


26.986688« 


30.743545« 


30.291189 


27.693342»* 


W15 


32763975 »» 


32.324852 


29733237'» 


28.157664« 


31.879716« 


31.423738 


28.814970« 


W16 


31.272528« 


31.129155 


29.177545'» 


26.895517 


31.627470 


31.232264 


29.777831»« 


Wx7 


30.171125« 


30.142623 


29.301374 


27.901904»» 


30.744910 


30.328520 


29.987357 


ViS 


28.738769»' 


29.030060 


28.515686 


28.875995 


29767493 


29.329903 


29.198561 


Wn 


29.493440 


29.860753 


27.429742« 


25.845963»» 


29.932260« 


30.278538« 


27.854131 


Was 


29.940444 


29.859651 


27.469030« 


25.880678« 


30.530767« 


30.624175« 


28.208836 


W24 


30.536514 


29.369646 


27.799158" 


25.908145« 


30.986319« 


30.070758« 


28.273088 


Was 


32.096817 


31.016180 


29.572392« 


27.259530»» 


32.540134« 


31.555232« 


30.009649 


Wa6 


34.054373 H 


33.020634« 


31.968333 


30.098166« 


34.493189 


33.448328 


32.392718« 


«Tay 


33.147128« 


32.1 76477 H 


32.199121 M 


30.788598 


33.585945 


32.604197 


32.623510 


Wa8 


32.135885« 


31.258225« 


31.409671« 


31.767175« 


32.574702 


31.685971 


31.834060 


«^33 


30.345413« 


30.374922« 


27.970648 


26.383800 


30.859810« 


30.878284» 


28.470614 


W34 


30.635303 n 


30.023734« 


27.993375 


26.224072 


31.092309« 


30.188255« 


28.380395 


»35 


32.155201« 


31.362253« 


29.648374 


27.497314 


32.644735« 


31.665159« 


30.114287 


»36 


34.082524 


33.048539 


31.996492« 


30.126360 


34.596933 


33.552044 


32.496465« 


«37 


33.175283 


32.204465 


32.227293 


30.816769« 


33.689690 


32.707920 


32.727258 


W38 


32.164044 


31.286290 


31.43784a 


31.795346 


32.678447 


31.789701 


31.937808 


W44 


30.578899»» 


29.664891 « 


27.878338 


26.03 IIOI 


29.727828« 


28.802785«» 


27.012836 


0»4S 


31. 982420 M 


31.024081« 


29.419682 


27.284445 


31.120649« 


30.150110« 


28.546416 


W46 


33.785155 


32.751314 


31.699202« 


29.829101 


32.933470 


31.888398 


30.833551« 


W47 


32.877934 


31.907226 


31.930023 


30.519497« 


32.026287 


31.044462 


31.064531 


W48 


31.866717 


30.989037 


31.140572 


31.498075 


31.015133 


30.126459 


30.275075 


»55 


33.304043« 


32.325945« 


30.787620 


28.524637 


32.415276« 


31.426143« 


29.884422 


W56 


34.955993 


33.922150 


32.870127« 


3I.OOOII4 


34.065579 


33.020475 


31.966319« 


»57 


34.048805 


33.078113 


33.101027 


31.690497« 


33.158496 


32.176795 


32.197871 


ins8 


33037624 


32.159972 


32.311574 


32.669075 


32.147488 


31.259084 


31.408398 


ar66 


34.015781 


32.981976 


31.929741« 


30.059583 


33.967176 


32.922336 


31.866705« 


W67 


33.062100 


32.064535 


31.833547 


30.440147" 


33.041451 


32.030678 


31.766483 


»68 


31.993225 


31.064882 


31.059030 


31.427620 


32.001607 


31.050559 


30.991680 


»77 


32.102853 


31.132157 


31.154848 


29.744325« 


32.114905 


31.133174 


31.152469 


W78 


31.026067 


30.11 1844 


30.220298 


30.418660 


31.073715 


30.144270 


30.243864 


W88 


29.937600 


29.059915 


29.211388 


29.568892 


30.030307 


29.i4i5«7 


29.289664 



Digitized by 
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158 



Paul Harzer, 



Transformirter Werth von 2€R^^K 
i^, Quadrate, positiv. 



aß 


48 
25.345816»» 


56 
32.393458" 


57 


58 


67 
30.542460« 


68 
28.915733« 


78 


1 


29.725101 


28.135970 


27.813Ö4.7 


roi2 


27.679558« 


30.155396 


27.671408« 


26.073421 « 


28.766667 


27.135292 


26.106Ö9S»» 


nii3 


27.783276« 


30.534683 


28.125279« 


26.522027« 


29.268670 


27.635334 


26.6179 lö'* 


roi4 


26.118562« 


30.600308« 


28.164575« 


25.677403« 


29.319357 


27.469578 


26.7i3S<>'*^'/ 


Wis 


27.250757« 


32.183468« 


30.018175« 


27-591335 


31.031226 


28.836111 


28.34675/7 


roi6 


27.845033 


34.157471 


32.508241 


30.765019« 


33.390402« 


31.454551 


30.341317 / 


W17 


28.578466« 


33.226437 


32.795038« 


31.365230 


36.607760 


32.148177» 


30.545967 1 


roi8 


29.556108 


32.169711 


32.004160« 


32.346295« 


32.818582 


33.126024 


32.028980» 




W22 


26.269696 


27.860650 


25-352536» 


23.755514« 


26.976175« 


25.341557« 


24.399714 




ro23 


26.622196 


28.547598 


26.048079» 


24.450052« 


27475747« 


25.839550« 


24.910917 




»24 


26.427096 


28.936327 


26.496234« 


24.860504« 


27.481596» 


25.645801« 


25.005360 




roaS 


27.748156 


30.487499 


28.091376« 


26.394111« 


29.183444« 


27.024577« 


26.637201 




OTaö 


30.521907 


32.438491« 


30.203468 


28.022971 


3 '.532549 


29.557159« 


28.622109« 




l»27 


31.212331« 


31.533834« 


30.087298» 


28.719921 


31.744023« 


30.285216 


28.859501« 




OJaS 


32.190908 


30,527121« 


29.312025» 


29.676497 n 


30.954967« 


31.262756« 


30.325869 




IU33 


26.883110 


29.170450 


26.689073« 


25.088982« 


27.974908« 


26.337221« 


25.422115 




0»34 


26.537249 


29.447019 


27.086792« 


25.418841» 


27.972662« 


26.138886« 


25.516111 




IÜ35 


27.856071 


30.995028 


28.708895« 


26.934353« 


29.672561« 


27.519711« 


27.147399 




W36 


30.625658 


32.943581« 


30.895158 


26.924634« 


32.019652 


30.041013« 


29.128464» 




W37 


31.316079« 


32.041708« 


30.929149« 


29.532650 


32.229924« 


30.771271 


29.378429« 




W38 


32.294656 


31.039789« 


30.146401« 


30.500417« 


31.440892« 


31.748753« 


30.838570 




W44 


25.164943 


29.288447 


27.424791« 


25.564311« 


27.767109« 


25.869033» 


25.571648 




^45 


26.403089 


30.811725 


29.080691« 


27.017911« 


29.398776« 


27.283355« 


27.150015 




IÜ46 


28.963100 


32.740067« 


31.340129 


29.233800« 


31.661487 


29.573146« 


28.103579« 




n'47 


29.653336« 


31.861 184« 


31.468728« 


30.055507 


31.812001« 


30.359888 


29.862247« 




»48 


30.631917 


30.895902« 


30.682392« 


31.031256« 


31.024304« 


31.335976« 


31.041324 




»55 


27.620783 


32.332645 


30.717217« 


28.440991« 


30.995445« 


28.681623« 


28.632466 




W56 


30.096506 


34.258941« 


32.936930 


30.845721« 


33.200769 


31.095500« 


30.882608 




»57 


30.786637« 


33.382375« 


33.018725« 


31.608497 


33.296745« 


31.849157 


31.732595« 


W58 


31.765221 


32.420517« 


32.234070« 


32.585412« 


32.510433« 


32.826040« 


32.777943 


W66 


29.995891 


36.183452 


35.054114« 


33.170713 


35.276635« 


33.355638 


33.792571» 




IB67 


30.375" 5" 


35.308908 


34.951062 


33.549000« 


35,168219 


33.732162« 


34.311344 




IV68 


31.363953 


34.350003 


34.175033 


34.538798 


34.388890 


34.723772 


35.157965« 




m^^ 


29.741290« 


34.432073 


34.377661 


32.953895« 


34.663291 


33.201929« 


34.713788« 




mjB 


30.414966 


33.469821 


33.491322 


33.626973 


33.814206 


33.873933 


35.383862 




ms 


29.646512 


32.502598 


32.576968 


32.921229 


32.955609 


33.262274 


34,902915 1 





Digitized by 
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Transformirter Werth von zeR^^K 
2\ Quadrate, positiv. 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Ufg 9 


29.608610 


29.486198 


28.7441 18 


29.697106 


29.040241 


28.180466 


27.928252 


09 xo 


29.8i3727n 


29.687204« 


28.934106« 


29.877173« 


29.213202« 


27493894« 


28.689816 


W9 II 


30.090372« 


29.952225« 


29.166675« 


30.089752 w 


29414459« 


29.092637 


28.421643« 


Wg xa 


3»-73899i 


31.604053 


30.834909 


31.780016 


31.123126 


30.263565 


30.011255 


»9 X3 


33.202525 n 


33.110736« 


32.461077» 


33.438204« 


32.781408« 


31.921285« 


31.669180« 


»9 14 


32.i457ion 


31.995208 


32.316615 


31.556699 


30.892709 


30.041485 


29.788630 


»9x5 


32.24189611 


32.208838 


31.417052« 


31.588766 


30.931155 


30.072202 


29.819933 


W916 


29.530163 


30.387451 


30.147282 


30.880962« 


30.648547 


28.199339« 


27.645926 


lOioro 


30.030272 


29.898028 


29.139761 


30.078291 


29.414405 


29.153568 


30.365959 


Wioir 


30.360229 


30.207171 


29.437298 


30.369928 


29.713101 


30.054462 


28.650052 


07x0X9 


32.II4949'« 


31.938393« 


31.182645« 


32.127198« 


31.484081« 


31.081514« 


31.434926« 


W1013 


33.729264 


33-538623 


32.828792 


33.785223 


33.142118 


32.739649 


33.092873 


0110x4 


31.486539 


32.080394« 


32.257505« 


31.904271« 


31.259096« 


30.858221« 


31.212106« 


Wiois 


31.682882 


32.255263« 


31.204297 


31.935898« 


31.292562« 


30.890221« 


31.243592« 


arioi6 


29.892566*) 


30.402444»» 


30.094388« 


30.748400 


30.500705« 


29.373091« 


29.350776« 


IVlXXT 


30.866419 


30.664962 


29.918258 


30.854061 


30.216218 


31.020651 


29.005550 


Wixxa 


32.812465« 


32.558406« 


31.793078« 


32.710454« 


32.066202» 


31.906109« 


30.806198« 


W1113 


34.565928 


34.272952 


33.464388 


34.368281 


33.723976 


33.564336 


32.464132 


Wh 14 


33.25 I230ff 


32.010077 


32.89278.1 


32.488006« 


31.846998« 


31.682543« 


30.583493« 


W1H5 


33324759»» 


32.539428 


32.211954»» 


32.519094« 


31.875171« 


31.714831« 


30.614871« 


Wiii6 


30.571981« 


30.859926 


30,709468 


31.498598« 


31.229205 


30.319330« 


28.57897on 


tVisxa 


34.856695 


34.544586 


33-719611 


34.598120 


33.935727 


33.073921 


32.821486 


Vxax3 


36.651632« 


36.299838 w 


35.398751« 


36.255894n 


35-593442« 


34.731989« 


34.479425« 


W1914 


35.440609 


34.541030« 


35.031085« 


34.375801 


33.717787 


32.850824 


32.598731 


Wiaxs 


35-517309 


34.895683 H 


34.300662 


34.406744 


33.744803 


32.882617 


32.630156 


1013X6 


32.609402 


33.156136« 


32.851629« 


33.549272 


33.237965« 


31.250771 


30.662357 


WX313 


38.460544 


38.069455 


37.078986 


37.913667 


37.251158 


36.390057 


36.137365 


W1314 


37.277731» 


36.399622 


36.733285 


36.033575« 


35.375499« 


34.508892« 


34.256670« 


»13x5 


37.355'67n 


36.735709 


35.998517« 


36.064518« 


35.402519« 


34.540685« 


34.288095« 


Wx3x6 


34.401868« 


34.987586 


34.554146 


35.206820« 


34.895334 


32.908965« 


32.320298« 


»14x4 


36.144501 


35.035245 


36.680569 


34.153483 


33.499927 


32.627728 


32.375976 


WX41S 


36.223117 


35.327010 


35.902400 M 


34.184425 


33.526870 


32.659520 


32.407400 


<Di4x6 


33-185561 


33.556059 


34.504404 


33.327495 


33.027487 


31.027303 


30.439590 


»15x5 


36.301761 


35.623659 


35.129185 


34.215368 


33.553880 


32.691312 


32.438825 


Wi5x6 


33.262117 


33.855403 


33.725914« 


33.357828 


33.047682« 


31.059487 


30.471026 


1 Wx6x6 


30.362536 


32.088611 


32.328262 


32.864348 


32.960938 


29.623884 


28.517307 



Digitized by 
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160 



Paul Harzbr, 

Transformirter Werth von zbR^^K 
2*. Quadrate, positiv. 



aß 


I 
23 24 

1 


_ ^s_ 


26 


27 


28 


34 


Wg 9 


30.X87971 


29.502950 


30.498843 


29.844929 


28.986092 


28.734063 


29.635668 


OTq lo 


30.369297« 


29.672741 H 


30.658235« 


29.996865« 


28.117754« 


29.500887 


29.800997« 


Uf g II 


3o.5i4726n 


29.768597« 


30.720890« 


30.039395" 


29.938949 


29.098095« 


29.875123» 


159 12 


31.569458 


30.711002 


31.642771 


30.988638 


30.131653 


29.878800 


30.725820 


OJQ >3 


33.646812 


32.776500 


33.697365 


33.043209 


32.185586 


31.933176 


32.837220 


Wg 14 


32.409537« 


33.014481 


33.119020« 


32.466331« 


31.606021« 


31.354104« 


33.228361 


07915 


3i.948852n 


32.526850» 


33.204490« 


32.550691« 


31.691728« 


31.439707« 


31.630x91« 


»9 16 


31.055239 


30.895698 


31.699426« 


31.446770 


29.202004« 


27.624030« 


31.138564 


RTioxo 


30.552439 


29.848911 


30.825445 


30.I6II56 


29.917277 


31.166483 


29.974743 


IWlOXI 


30.705248 


29.973225 


30.921044 


30.252802 


30.812337 


29.942334« 


30.0879x4 


Oftoza 


31. 778998 n 


30.991487« 


31.913677« 


31.273916« 


30.924325« 


31.297113« 


31.056508« 


tVioz3 


33-845993« 


33.051082« 


33.968171« 


33.328383« 


32.979122« 


33.351485« 


33.164502« 


arioz4 


33.020015 


32.882578» 


33.389514 


32.750369 


32.400594 


32.772503 


32.964752« 


Wzozs 


33.032825 


32.689859 


33.475039 


32.835376 


32.486072 


32.858074 


32.593440« 


Zffioiö 


31.009274» 


30.847490« 


31.706386 


31.407848« 


30.036306« 


29.754292« 


3X.087884« 


IVzzii 


30.886544 


30.201979 


3I.I285II 


30.493996 


31.783568 


29.464510 


30.340263 


nrii 13 


32.024260« 


31.398019« 


32.277446« 


3X.644557« 


31.729964« 


30.16991 1« 


31.537502« 


OTlI 13 


34.057933« 


33.447027« 


34-331771« 


33.698870« 


33.784981« 


32.224289« 


33.640986» 


<Vzxx4 


33.719235 


33.541729 


33.752581 


33."9.»73 


33.206714 


31.645203 


33.899698 


Wxx X5 


33.840507 


32.752753 


33.838198 


33.205141 


33.292135 


31.730811 


33.492443« 


arixT6 


31.416094 


31.250382 


31.702272« 


31.582676 


31.013379« 


28.198337 


31.4961 16 


roi2i2 


33.268065 


32.744840 


33.543968 


32.870809 


32.003483 


31.751288 


32.894156 


Wiais 


35.251657 


34.787588 


35.598200 


34.925058 


34.058134 


33.805661 


34.995626 


0^12x4 


35.238481« 


35.168217» 


35.018717« 


34.344656« 


33.479430« 


33.226648« 


35.460271» 


nJi2xs 


35.383532« 


33.577526« 


35.104385« 


34.43^027« 


33.564947« 


33.312230« 


34.954276 


Wiax6 


33.179364« 


32.932586« 


33.419798 


33.125658« 


30.945491 


29.986215 


33.146709« 


W1313 


37.258087 


36.830557 


37.652431 


36.979307 


36.x 12785 


35.860034 


37.097116 


W1314 


37.121093« 


37.203693« 


37.072949« 


36.398906« 


35.534082« 


35.281021« 


37.560031« 


rox3X5 


37.259249« 


35.654256« 


37.158617« 


36.485277« 


35.619598« 


35.366603« 


37.054765 


rox3x6 


35.002957« 


34.967084« 


35.473837 


35.179720« 


33.000541 


32.040587 


35-245934« 


roi4i4 


37.463484 


37.779987 


36.493468 


35.818511 


34.955379 


34.702009 


38.145838 


W1415 


37.619974 


36.221462« 


36.579136 


35.904878 


35.040895 


34.787591 


37.592909« 


07x4x6 


35.489057 


35.564251 


34.893746« 


34.597258 


32.422293« 


31.461593« 


35.863734 


«^»5x5 


37.776832 


35.557740 


36.664804 


35.991247 


35.126412 


34.873173 


37.057489 


Uf 1516 


35.648048 


34.069813« 


34.979520« 


34.684808 


32.507707« 


31.547169« 


35.299726» 


07x6x6 


33.531402 


33.350115 


33.665234 


33.779610 


30.243595 


28.368374 


33.588275 
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.Transformirter Werth von isR^^K 
.2^ Quadrate^ positiv. 



aß 


35 


36 37 


38 


45 


46 


47 


mg 9 


30.683567 . 


30.033395 


29.175756 


28.923958 


30.358824 


29.718902 


28.864569 


ro 9 xo 


30.838389« 


30.180681 tt 


28.256034»! 


29.691903 


30.501374« 


29.853699« 


27.770417« 


W g XX 


30.876561»» 


30.196833». 


30.133805 


26.267237». 


30.466374». 


29.790195». 


29.835741 


ro 9 T3 


31.687490 


31.037015 


30.181932 


26.928997 


30.694420 


30.053086 


29.210564 


tBg 13 


33.795066 


33.144599 


32.288442 


32.036180 


32.826767 


32.185546 


3X.3377X5 


i»9 14 


33.081936 


32.429715 


31.574538 


31.322554 


33.922799 


33.282738 


32.428572 


mg 15 


33336857 


32.686557 


31.829060 


31.577252 


33.098264« 


32.458448« 


31.603998« 


vag ,6 


31.625015« 


31.706520 


29.915127 


29.772385 


3x293199 


31.528109 


30.222956 


ZDioio 


30.999x53 


30.357179 


30.099578 


31.355915 


30.645605 


29.992451 


29.768895 


IViOIl 


31.063485 


30.394339 


30.996024 


30.203049»! 


30.618017 


29.946001 


30.669396 


iWioia 


31.944228»! 


31.305719« 


30.970503« 


31.347083». 


30.900498« 


30.272763« 


29.98x652« 


»1013 


34.05x640». 


33.413109»! 


33.078335« 


33.454266». 


33.032309« 


32.404487« 


32.115175« 


011014 


33.338306« 


32.698839» 


32.364987« 


32.740653». 


34.127530« 


33.500220« 


33.210268« 


nxxois 


33.593144« 


32.954649« 


32.61 9899 »1 


32.995407»! 


33-302991 


32.675840 


32.385739 


roioi6 


31.257251 


31.744854». 


30.918053»» 


31.219002»! 


31.672887t! 


31.640776« 


31.066249« 


Wim 


31.224042 


30.581032 


31.969243 


29.624364 


30.621378 


29.964777 


31.648054 


nJix 12 


32.27368011 


31.638725,. 


31.775880»! 


30.067810« 


3 1.07 1 380 M 


30.460696« 


30.784961 « 


nJix 13 


34.3807891. 


33.745801». 


33.884048». 


32.174993». 


33.201904« 


32.590917« 


32.920166« 


Wxx 14 


33.667076 M 


33.0325161. 


33.1708421. 


31.461362». 


34.295167« 


33.683651« 


34.016362« 


"^11 15 


33-921759»» 


33.286671». 


33.425854" 


31.716033». 


33.470617 


32.859084 


33x9x845 


Wii x6 


32.279934», 


31.169072 


31.764690.» 


29.896464». 


32.096565« 


31.463249« 


31.886941« 


nJi2xa 


33.475X55 


32.787834 


31.915169 


31.662513 


31.899192 


31.172041 


30.275006 


Wxa 13 


35.582077 


34.894763 


34.022774 


33-769696 


34.028123 


33.301024 


32.407388 


nJxa 14 


34.868128 


34.181945 


33-309331 


33.056078 


35.x 18938 


34.391264 


33.50X73X 


Wxa x5 


35.X227I5 


34.435314 


33-564177 


33-3x0813 


34-294375» 


33.566540« 


32.677195« 


roiai6 


33723574 


33.043658», 


31.832735 


31.525065 


33x13221 


3x097757« 


3X.347458 


»1313 


37.688998 


37.001691 


36.130381 


35.876879 


36.157057 


35.43001 1 


34.539786 


»1314 


36.975050 


36.288872 


35.416938 


35.163261 


37.247879 


36.520263 


35.634x38 


nJx3X5 


37.229636 


36.542243 


35.671784 


35.417996 


36.423317« 


35.695540« 


34.809602« 


»1316 


35830303 


35.150073». 


33.940428 


33.632248 


35.24x745 


33.201023« 


33.479999 


roi4i4 


36.261102 


35.576056 


34.703495 


34.449643 


38.33871 X 


37.610537 


36.728497 


W141S 


36.515689 


35.829423 


34.95834X 


34.704378 


37.514149« 


36.785815« 


35.903961« 


07x416 


35.II61I5 


34.438870»! 


33.227021 


32.918630 


36.33x934 


34.234045« 


34.574447 


"''SIS 


36.770275 


36.082796 


35.213187 


34.959114 


36.689586 


35.96x093 


35079425 


rais,6 


35.370602 


34.689517». 


33.481892 


33.173366 


35.507368» 


33.405442 


33.7499XX« 


01x6 16 


34.129299 


33.880761 


31.762129 


31.387803 


34.364544 


33.441028 


32.421619 



Harzer, Sicnlare Ver&nderunsfen. 
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Paul Harzer, 

Transformirter Werth von leR^^K 
2^ Quadrate, positiv. 



aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


IWq 9 


28.613416 


31.908290 


31.112807 


30.873583 


31.064045 


30.854316 


30.665599 


0X9 lO 


29.384300 


32.031804« 


29.771123« 


31.647034 


29.385487« 


31.629561 


31.525543 


W9 XI 


28.898029« 


31.909291« 


32.092075 


31.116551N 


32.047962 


3I.O7IO4IN 


31.614454 


»9 la 


28.954x86 


30.668760« 


28.392613 


29.264839« 


28.773748« 


29.354661« 


29.110628 


W9 13 


31.084532 


32.608437« 


30.888133« 


3x. 170786« 


31.232451« 


31.310687« 


30.858002 


ro9 14 


32.177407 


32.058183« 


28.665636 


29.888758« 


31.133732« 


30.961925« 


29.794591 


»9 XS 


31.352853« 


31.050814« 


29.042637 


27.997401« 


30. x6 1460« 


29.984597« 


28.757884 


mg 16 


30.000631 


33.286224 


32.361990" 


32.082641« 


32.644978 


32.452746 


30.957141« 


WlOIO 


31.044250 


32.157458 


32.110531 


33.343^65 


32.350556 


33.431543 


33.619827 


nrioii 


30.03491311 


32.044524 


33.018385 


32.396695« 


33.264301 


32.507814« 


33.851565« 


tvioia 


30.37i6o6n 


30.777879 


30.713741 


30.764805 


3 I.Ol 6821 


30.989625 


31.2x6618« 


W1013 


32.501968« 


32.711149 


32.543256 


32.686058 


32.887545 


32.953854 


32.933158« 


roiox4 


33.595147« 


32.072230 


31.370623 


31.481207 


32.393663 


32.586854 


31.818045« 


Wxois 


32.770600 


31.045205 


30.128854 


29.986088 


31.41x038 


31.608218 


30.781029« 


Wroi6 


31.426811« 


32.983754« 


33.150x52 


33.542366 


33.862067« 


34.072014« 


32.983221 


Wh 11 


29.282794 


31.971532 


33.987202 


31.580571 


34.209049 


31.656126 


34,156322 


roxi la 


28.051644 


30.583299 


31.626540 


29.461458» 


31.928x54 


29.886839« 


31.53H77 


Wii 13 


30.182233 


32.479287 


33.441677 


31.394269« 


33.790217 


31.853528« 


33250445 


niix 14 


31.279143 


31.427699« 


32.281947 


30.238318« 


33.278471 


31.480975« 


32.140320 


Wll 15 


30.454689« 


30.679235« 


31.080467 


28.866297« 


32.295109 


30.501929« 


31.103335 


IÜ1X16 


30.368281 


33.678277 


33.964433 


32.204878« 


34.743699« 


32.964349 


33.305229« 


niiaia 


30.025176 


29.513880 


29.3x7328 


28.464504 


29.683267 


28.760609 


28.907212 


Wiax3 


32.155532 


31.485743 


31.145756 


30.381390 


31.554628 


30.722960 


30.626803 


<Vi3i4 


33.248609 


31.211457 


29.974098 


28.984794 


31.062019 


30.360173 


29.517262 


OJiais 


32.424060 H 


30.242265 


28.735548 


27.591499 


30.079445 


29.381844 


28.480282 


Wxax6 


3».o77457 


32.756428« 


31.746918 


31.254079 


32.530643« 


31.846668« 


30.682141« 


W1313 


34.285888 


33.467784 


32.9773x0 


32.298326 


33.428237 


32.685325 


32.346483 


W1314 


35378965 


33.251012 


31.802851 


31.073319 


32.940073 


32.322508 


31.237102 


W1315 


34.554416« 


32.286896 


30.554965 


29.509570 


31.957677 


3J.344I77 


30.200122 


W1316 


33.207813 


34.826325« 


33.594717 


33.170832 


34.409461« 


33.808994« 


32.401972« 


0x1414 


36.472042 


33.251416 


30.63090 X 


29.84945« 


32.460496 


3^959756 


30.128009 


aTx4i5 


35.647493« 


32.301103 


29.391390 


28.289975 


31.478439 


30.981430 


29.091031 


0X1416 


34.300891 


34.901374« 


32.405741 


31.944945 


33.931335« 


33.446263« 


31.29286411 


»1515 


34.822944 


31.351444 


28.178412 


26.746067 


30.496395 


30.003104 


28.054053 


0X1516 


33.476342« 


33.954355« 


31.104814 


30.377859 


32.949335» 


32.467938« 


30.25588611 


nxi6x6 


32.129756 


36.567711 


34.286441 


34.0440x5 


35.402416 


34.932775 


32.457719 
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Google 
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Transformirter Werth von zeR^^K 
2^ Quadrate, negativ. 



(tß 


II 


22 


33 


44 


55 


66 
32.118167 


77 ! 


88 


29.947678 


30.720698 


30.814887 


30.437917 


32.117336 


31-375789 


31.157807 


1^9 io 


30.171448»» 30.906325« 


30.991869« 


30.591272» 


32.248806« 


32.233577» 


31.47701 1 


32.279182 


UJ<) II 


30-53>388w 31.068992« 


31.118979« 


30.601404» 


32.160663« 


32.072268« 


32.680551 


31.537027« 


nig 19 


32.331709 


32.166444 


32.120927 


3 «.079585 


30.821286« 


30.928642 « 


30.111275 


28.284992 


^9 13 


33.989643» 


34.220818 


34.228110 ; 33.209937 


32.733914» 


32.888366« 


31.844691 


30.390969 


OT9t4 


32.109004 


33.641783« 


33.514489 


34.302936 


31.487605« 


32.531435« 


30.759085 


29.596449 


ni9 ,5 


32.140382 


33727373» 


33.769210 


33.478385» 


29.832456» 


31.553528« 


29.722250 


28.560866 


nT9 i6 


30.104338 


30.091987 


31.976198 


32.129623 


33.622154« 


34.019759 


31.922726« 


30.749270» 


lüioio 


30.395218 


31.091952 


31.168851 


30.744627 


32.380276 


32.348987 


31-578233 


33-400557 


Wioti 


30.755158 


31.254619 


31.295961 


30.754759 


32.292133 


32.187678 


32.781773 


32.658402« 


Wioia 


32-555479»* 


32.352071» 


32.297909» 


31.232940« 


30.952756 


31.044052 


30.212497 


29.406367 


Wioi3 


34.213413 


34.406445« 


34.405092« 


33.363292» 


32.865384 


33.003776 


31.945913 


31-512344 


a#ioi4 


32.332774" 


33.827410 


33.691471« 


34.456291 « 


31.619075 


32.646845 


30.860307 


30.717824 


Wiois 


32,364152» 


33-9«3000 


33.946192« 


33.631740 


29.963926 


31.668938 


29.823472 


29.682241 


roioi6 


30.328108« 


30.277614» 


32.153180« 


32.282978« 


33.753624 


34.i35t69» 


32.023948« 


31.870645» 


Wii tx 


31.115098 


31.417286 


31.423071 


30.764891 


32.203990 


32.026369 133.985313 


31.916247 


Wll 12 


32.915419« 


32.514738« 


32.425019« 


31.243072« 


30.864613 


30.882743 


31.416037 


28.664212» 


roii 13 


34.573353 


34.569112« 


34.532202« 


33-373424« 


32.777241 


32.842467 


33-149453 


30.770189« 


^1114 


32.692714« 


33.990077 


33.818581« 


34.466423» 


31.530932 


32.485536 


32.063847 


29.975669« 


«^1115 


32.724092« 


34.075667 


34.073302« 


33.641872 


29.875783 


31.507629 1 31.027012 


28.940086 « 


roiii6 


30.688048« 


30.440281 « 


32.280290« 


32.293110» 


33.665481 


33.973860« 


33.227488« 


31.128490 


^1212 


34.715740 


33.612190 


33.426967 


31.721253 


29.525236 


29.739117 


28.846761 


25.412177 


^12 13 


36.373674» 


35-666564 


35-534150 


33.851605 


31.437864 


31.698841 : 30.580177 


27.518154 


nJia 14 


34.493035 


35.087529» 


34.820529 


34.944604 


30.191555 


31.341910 29.494571 


26.723634 


^1215 


34.524413 


35.«73"9" 


35.075250 


34.120053« 


28.536406 


30.364003 28.457736 


25.688051 


VB1216 


32.488369 


31-537733 


33.282238 


32.771291 


32.326104 


32.830234« 


30.658212« 


27.876455»» 


1^1313 


38.031608 


37.720938 


37.641333 


35.981957 


33.350492 


33.658565 


32.313593 


29.624131 


^1314 


36.150969« 


37.141903« 


36.927712 


37-074956 


32.104183 


33-301634 


31.227987 


28.82961 1 


^1315 


36.182347« 


37.227493« 


37.X82433 


36.250405» 


30.449034 


32.323727 


30.191152 


27.794028 


^1316 


34.146303,» 


33-592107 


35.389421 


34.901643 


34.238732 


34.7S99«;8« 


32.391628« 


29.982432« 


^14x4 


34.270330 


36.562868 


36.214091 


38.167955 


30.857874 


32.944703 


30.142381 


28.035091 


®MiS 


34.301708 


36.648458 


36.468812 


37.343404« 


29.202725 


31.966796 


29.105546 


26.999508 


^14 16 


32.265664 


33.013072« 


34.675800 


35.994642 


32.992423 


34.433027« 31.306022« 


29.187912« 


W1515 


34.333086 


36.734048 


36.723533 


36.518853 


27.547576 


30.988889 


28.068711 


25.963925 


W1516 


32.297042 


33.098662« 


34.930521 


35.170091« 


3 ».337274 


33.455120» 


30.269187« 


28.152329» 


n?i6x6 


30.260998 


29.463276 


33.^37509 


33.821329 


35-126972 


35-921351 


32.469663 


30.340733 



n* 



Digitized by 



Google 
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Paul Harzbr, 

Transformirter Werth von zeB^^K 
2\ Quadrate^ positiv. 



aß 


12 1 13 


14 


15 


16 


17 


18 


»9 9 


1 
29.906806 29.632898 


28.784544 


29.651463 


28.988336 


28.126551 


27.873951 


lü 9 lo 


30.111923»» 


29.833904« 


28.974532« 


29.831530« 


29.161297» 27.439979« 


28.635515 


W9 n 


30.388568» 


30.098925« 


29.207101« 


30.044109« 


29.3625 54 M i 29.038722 28.367342 « 1 


nJ9ia 


32.037187 


31.750753 


30.875335 


31.734373 


3X.071221 30.209650 


29.956954 


»9 13 


33.500721« 


33.257436« 


32.501503« 


33.392561« 


32.729503» 


31.867370« 


31.6x4879« 


»9 14 
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32.950775" 
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32.258761« 
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33.138324 


32.377079 
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31.679691 


33.980379« 


OJxi 15 


32.031057 


33.027944 


33.223672 


32.459628 
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32.744x85 


IH1116 
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32.025193 
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29X15053 
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31.689451 


30.999930 


3o.i3>747 
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32.238257 
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10X3X2 


26.331849 
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30.726929« 
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29.259457 
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28.053556 
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29.229784« 


27.363859« 


27.017751 
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32.209763»» 


31.057215»» 


28.928010»» 


31.678100 


29.761477 
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30.714940» 
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31.09x804»» 


29.750802»» 
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29.881132 
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30.703809»» 
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•Transformirter Werth von 26Ä<*>. 
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W4X5 


25.049113 


29.027322 


25.850050 


23.241474 


27.487514 


25.350936 


24.863176« 


W4X6 


23.703784« 


31.648365« 


28.866497 


26.853392 


29.938503« 


27.815275« 


27.065180 


IIJ510 


24.496954 


29.781793« 


29.568300 


27.840140 


30.165817 


28.396327 


28.969578 


»5x1 


23.303122»! 


30.402550»» 


30.478582 


26.786906»» 


31.080125 


27.408687 « 


29.245254« 


»5 12 


23.972715« 


29238333 


28.171695 


25.391754 


28.832040 


26.053486 


26.616427« 


«^513 


26.103074»» 


31-334681 


30.000678 


27.310624 


30.702614 


28.016728 


28.334680« 


0^5 14 


27.196197»» 


31.462401 


28.828522 


26.094787 


30.208433 


27.651946 


27.222708« 


^5^5 


26.371649 


30.517376 


27.588332 


24.564010 


29.225796 


26.673472 


26.185712« 


»5x6 


25.026320»} 


33.138419« 


30.604779 


28.175928 


31.676785»» 


29.137811« 


28.387716 


W6xo 


27.273419 


31.679343 


31.951940« 


30.616605 


32.549457« 


31.172792 


31.746043 


»6 XX 


26.079587 »1 


32.300100 


32.862222»» 


29.563371« 


33.463765« 


30.185152« 


32.021719« 


»6X3 


26.749180»» 


31.135883« 


30.555335« 


28.168219 


31.215680« 


28.829951 


29.392892« 


»6x3 


28.879539»» 


33.232231». 


32.3843i8n 


30.087089 


33.086254« 


30.793193 


31.111145« 


»614 


29.972662»» 


33359951« 


31.212162»» 


28.871252 


32.592073« 


30.428411 


29.999173« 


»615 


29.I48114 


32.414926»! 


29.971972»» 


27.340475 


31.609436« 


29.449937 


28.962177« 


»6x6 


27.802785»» 


35.035969 


32.988419 


30.952393 


34.060425 


31.914276« 


31.164181 


»7x0 


27.963845'» 


30.835208 


32.182731 


31.307031»! 


32.780248 


31.863218« 


32.436469« 


»7" 


26.770013 


31.455965 


33093013 


30.253797 


33.694556 


30.875578 


32.712145 


»7x2 


27.439606 


30.291748»» 


30.786126 


28.858645»» 


31.446471 


29.520377« 


30.083318 


»7x3 


29.569965 


32.388096*» 


32.615109 


30.777515». 


33.317045 


31.483619« 


31.801571 


»714 


30.663088 


32.515816»» 


3«. 442953 


29.561678« 


32.822864 


31.118837« 


30.689599 


»715 


29.838540» 


31.570791». 


30.202763 


28.030901 »» 


31.840227 


30.140363« 


29.652603 


»716 


28.493211 


34.191834 


33.219210 


31.642819»» 


34.291216»» 


32.604702 


31.854607« 


»8x0 


28.942422 


29.916976 


31.393281 


32.285608 


31.990798 


32.841795 


33.415046 


»8 IX 


27.748590»» 


30.537733 


32.303563 


31.232374»» 


32.905106 


31.854155« 


33.690722« 


»812 


28.418183»» 


29.3735i6n 


29.996676 


29.837222 


30.657021 


30.498954 


31.061895« 


»8x3 


30.548542»» 


31.469864». 


31.825659 


31.756092 


32.527595 


32.462196 


32.780148« 


»8 14 


31.641665»« 


31.597584« 


30.653503 


30.540255 


32.033414 


32.097414 


31.668176« 


»815 


3O.817117 


30.652559»» 


29.413313 


29.009478 


31.050777 


31.118940 


30.631180« 


»8x6 


29.471788»» 


33.273602 


32.429760 


32.621396 


33.501766« 


33.583279« 


32.833184 
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aß 


12 


1 


1 
14 1 


15 


aß 


njii 


22.385039« 




22.619845», 




22.489362« 




24.160288« 






roia 


25.855795 




25.480964 




25.136386« 




24.737553 






TÜ12 


25.966319« 




25.494514« 




25.219072« 




24.874572» 






«J14 


25.990648. 




25.630612»» 




24.399938»» 




25.573493 






roj5 


28.259265»» 


27.894227 




26.847397 




28.094007 « 






tüi6 


25.242785« 


24.572441 




23.494789« 




26.290965 






Wij 


23-552636»» 




23.449964« 




23.068850« 




25.413796 






uJiB 


22.621 HO 




22.741193»» 




22.162707« 




24.420432 






n#22 


29.328951 »i 


33.868124 1 


28.345680»» 


34.037058 


27.784680»» 


34.369024 


26.928418« 


34.582894 


löioio 


nJ23 


29.438510 34.925013 1 


28.361061 


35.064279 


27.865154»» 


35.346211 


27.064029 


35.513139 


G»I0II 


W24 


28.457817" 


37.050497-' 


28.460821 


37.150256« 


27.084420« 


37.346204« 


27.764910 M 


37.461162»» 


iwioi: 


B725 


31.721400 


38.871259 


30.699831« 


38.937790 


29.538279 


39.034791 


30.284547 


39.118842 


J5l0 1} 


ro26 


28.687721 


37.710362»* 


27.059429« 


37.355257 


25.781497« 


38.826446 


27.577390 


37.239068« 


roici4 


ro27 


26.927952 


37.788337« 


26.483537 


37.675880 


25.671542« 


38.068233« 


26.298427 


37.269758« 


151.15 


0728 


26.124917»» 


34.798563« 


25.643854 


35.920189 


24.795465« 


36.648954 


24.462724 


36.600915« 


tviQii 


^^33 


29.548078 n 


35.981902 


28.377367« 


36.091500 


27.949478« 


36.323398 


27.I9964IM 


36.443384 


Wim 


^^34 


29.568010 


38.107386»« 


28.457633« 


38.177477« 


27.099708« 


38.323391« 


27.900522 


38.391407« 


tBiii: 


^35 


31.832225»» 


39.928148 


30.681918 


39.965011 


29.541561 


40.0x1978 


30.420159« 


40.049087 


a»iiij 


njjö 


28.800755« 


38.767251»» 


26.549485 


38.382478 


26.375865« 


39.803633 


27.712684« 


38.169313« 


»«1114 


^37 


27.050750 n 


38.845226»» 


26.564516»» 


38.703101 


25.828662« 


39.045420« 


26.433291 « 


38.200003», 


SJlI 15 


W38 


26.230696 


35.855452», 


25.677250»» 


36.947410 


24.902673« 


37.626141 


24.593314« 


37-53"6o« 


lömt 


n744 


29.626908»» 


40.232870 


28.836595 »» 


40.263454 


26.886746« 


40.323384 


28.601403« 


40.339430 


mv.u 


"^45 


31.927270 


42.053632« 


31.204130 


42.050988« 


29.388052 


42.01 197 1« 


3I.I2IO4O 


41.997110« 


Wlllj 


0746 


29.002359 


40.892735 


28.344427 


40.468455»* 


26.618391 


41.803626« 


28.414006 


40.117336 


rsijj« 


«^47 


27.541881 


40.970710 


26.941772 


40.789078« 


25.276767 


41.045413 


27.135212 


40. 148026 


BJ1115 


n748 


25.881520»! 


37.980936 


24.984235.» 


39.033387« 


21.900116« 


39.626134« 


25.301161 


39.479183 


rsi3 16 


1055 


34.256178»» 


43.874394 


33.605005« 


43.838522 


31.891485« 


43.700558 


33.640677« 


43.654790 


I5ij1: 


rogö 


31.395525»» 


42. 7 «3497»' 


30.816827« 


42.255989 


29.141644« 


43.492213 


30.933446" 


41.775016», 


IBijM 


nj57 


30.028710»* 


42.7914721. 


29.504966« 


42.576612 


27.828126» 


42.734000« 


29.654385« 


41.805706« 


RJnic 


rosB 


27.695491« 


39.801698»» 


27.667322« 


40.820921 


27.755666« 


41.314721 


27.817701 M 


41.136863« 


aJijio 


OT66 


28.641555»» 


41.552600 


28.138882»» 


40.673456 


26.539544« 


43.283868 


28.708135« 


39.895242 


IBT414 


0167 


27.376810»» 


41.630575 


26.919118« 


40.994079 


25.368108« 


42.525655« 


27.709572»» 


39.925932 


1B1415 


»68 


25.819387»» 


38.640801 


25.469816« 


39.238388 


24.026492« 


41.106376 


26.629282« 


39.257089 


Ö;i4 1'' 


W77 


26.175602»» 


41.708550 


25.751036»» 


41.314702 


24.272999« 


41.767442 


26.756853« 


39.956622 


151515 


^78 


24.772796»» 


38.718776 


24.409188« 


39.559011 


23.058179« 


40.348163« 


25.714402« 


39.287779 


nJisi£ 


»88 


23.565754»» 


35.729002 


23.207275« 


37.803320 


21.968409« 


38.928884 


24.698292« 


38.618936 


1C1616 
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aß 


16 


17 


18 


23 


aß 


niii 


23.813835». 




19.248595« 




16.968601 f» 




25.755242« 






OTia 


23.573067»» 




20.722501 




20.087742 




28.874518 






n*i3 


23.740989 




20.857116»» 




20.223314»» 




28.946639»! 






W14 


24.418061*» 




21.558937 




20.924246 




27.876627 






W15 


26.939591 




24.078301 ♦» 




23.443862»» 




29.290340 






W16 


25-375370» 




22.427328»» 




20.804067»» 




27.236080 






rox7 


24.551397« 




22.607433 




20. 1733 II»» 




25.880554 






rox8 


23.643700« 




21.819447 




21.004498 




24.661979»! 






a?«2 


25.604346« 


34.706788 


23.881675»! 


36.506854 


23.376614« 


37.917466 


31.998974« 


32.531770 


»XOIO 


Was 


25.740114 


35.606566 


24.017249 


37419360 


23.512193 


36.902683 


32.071811 


33.385516 


»10 II 


IFa4 


26.44089911 


37.523134« 


24.718180»» 


38.422953« 


24.2131 19»» 


39.128355« 


31.046023»! 


34.936673« 


»so 13 


Was 


28.960527 


39.180720 


27.237795 


40.081 lOI 


26.732736 


40.786298 


32.444053». 


36.810094»! 


»1013 


W26 


26.302744 


37.308002»! 


24.632829 


38.199621»» 


24.106984 


38.905570« 


30.493598« 


37.176820 


nriox4 


Wa7 


25.071765 


37.332450« 


22.8301 78 h 


38.231662»! 


22.955611 


38.937023« 


29.255692« 


37.333795 


»X015 


VaS 


23.500296 


37.032695 


1 22.633758»» 


36.734288»» 


22.815295»! 


37.005524« 


26.902988 


35.205688 


»xox6 


W33 


25.875896 n 


36.506344 


24.1 52822 n 


38.331866 


23.647772- 


35.887900 


32.144745« 


34.239262 


nrixii 


»34 


26.576670 


38.422912»! 


24.853753 


39.335459« 


24.348698 


38.113572« 


31.124688 


35.790419« 


»11X9 


W35 


29.096300»! 


40.080498 


27.373369« 


40.993607 


26.868315»! 


39.771515 


32.520760 


37.663840». 


nrxxi3 


1^36 


26.436048 H 


38.207780». 


24.768240»! 


39.112127»» 


24.242563». 


37.890787« 


30.581902 


38.030566 


WX114 


W37 


25.201496»! 


38.232228») 


22.947978 


39.I44168H 


23.091157« 


37.922240« 


29.353946 


38.187541 


roiiiS 


«38 


23.608193 n 


37.932473 


22.764864 


37.646794« 


22.950448 


35.990741« 


25-913751« 


36.059434 


nrxxi6 


W44 


27.277453« 


40.339480 


25.554684« 


40.339052 


25.049624« 


40.339244 


30.349712« 


37.341576 


»xaia 


»45 


29.797082 


41.997066»} 


28.074300 


41.997200»» 


27.569241 


41.997187» 


31.676909»! 


39.214997 


nri2i3 


W46 


27.138669 


40.124348 


25.469322 


40.115720 


24.943489 


40.116459 


30.040715« 


39.581723« 


»xax4 


»47 


25.906785 


40.148796 


23.665448« 


40.147761 


23.792110 


40.147912 


28.964938»! 


39.738698« 


»xax5 


»48 


24.329899 


39.849041 « 


23.469948« 


38.650387 


23.651725« 


38.216413 


27.678126»» 


37.610591»! 


»13 16 


»55 


32.3i67ion 


43.654652 


30.593916»» 


43.655348 


30.088858»! 


43.655130 


33.020705». 


41.088418 


»X313 


«56 


29.658154« 


41.781934« 


27.988895« 


41.773868»» 


27.463106»! 


41.774402»! 


31.324873« 


41.455144« 


roi3i4 


»57 


28.426063»! 


41.806382»» 


26.180463 


41.805909»» 


26.311723»! 


41.805855»! 


30.2299301» 


4I.612II9»! 


WX3X5 


W58 


26.847927« 


41.506627 


25.988396 


40.308535« 


26.171287 


39.874356« 


28.893347« 


39.4840i2n 


W1316 


OS66 


27.304131« 


39.909216 


25.754106»» 


39.892388 


24838272t» 


39.893674 


29.8211 14»! 


41.821870 


»14x4 


«67 


26.309425»! 


39.933664 


25.746477 


39.924429 


23.616873»» 


39.925127 


28.777576« 


41.978845 


»14 15 


K68 


25.280883 n 


39633909« 


24.965604 


38.427055 


23.516183»! 


37.993628 


27.559623« 


39.850738 


»14 16 


W77 


25.384566»! 


39.958112 


25.974351« 


39.956470 


23584534« 


39.956580 


27.743691« 


42.135820 


»15x5 


^78 


24.415447»! 


39.658357« 


25.184981»! 


38.459096 


24.525784 


38.025081 


26.543473« 


40.007713 


W15X6 


»88 


23.485235« 


39.358602 


24.395026»! 


36.961722 


25.501387»! 


36.093582 


25.373240« 


37.879606 


roi6i6 
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aß 


24 


25 


26 


27 


«? 


Wix 


24.607237»! 




25.795668»! 




25.440292»» 




20.948666»» 






Wia 


27.063513« 




27.426748»* 




26.492726 




23.807038 






Wt3 


27.445425»» 




27532730 




26.597057« 




23.913125.» 






roi4 


26.455895 




27.234273« 




26.299941 




23.613874 






OTxs 


27.729078 




28.49122911 




27.556825 




24.870218 






Wx6 


25.43 i647n 




27.940177 




26.979465»! 




,23.822360»» 






nJiy 


24.8784201t 




27.046801 




26.155990»! 




24.210727 






roi8 


24.026187 n 




26.049637 




25.255128»! 




23.417096 






W22 


29.586107 n 


33.652452 


30.440425»! 


34.080586 


29.096689». 


34.290484 


27.367651« 


36.464190 


Wxoio 


Was 


29.871801»» 


34.499915 


30.546539 


34.877052 


29.202766 


35.054764 


27-473774 


37.367985 


Iffrori 


»24 


28.705091 


35.983388« 


30.247237« 


36.272418»» 


28.903471 ♦. 


36.377586»! 


27.174420». 


37.462587« 


IBioii 


W2S 


29.988695 


38.02201 6« 


31.503471« 


38.326573». 


30.159680». 


38.431763« 


28.430606»! 


39.517404»! 


WlOIJ 


W26 


28.467518»» 


38.523637 


29.801177»» 


37.746849 


28.632609»» 


37.850569 


27.053496« 


38.938899 


»1014 


W27 


27.623038 H 


36.526543« 


28.625367»» 


37.832559 


27.540088»» 


37-937393 


26.103616 


39.024372 


Wiors 


0^28 


26.63990on 


36.301443 


26.625366»» 


36.333885« 


26.129948». 


36.831144 


25.474277 


36.592681 H 


15 10 16 


W33 


30.29511 2 »i 


35.347378 


30.652653»! 


35.673518 


29.308843« 


35.819044 


27.579896» 


38.271780 


ffiiii 


nj34 


29.355889 


36.830851». 


30.353351 


37.068884». 


29.009548 


37.141866»» 


27.280542 


38.366382»! 


HBuit 


W35 


30.626778 


38.869479». 


31.609584 


39.123039». 


30.265757 


39.196043»» 


28.536728 


40.421199« 


ffiin 


»36 


27.378781 


39.371100 


29.907376 


38.543315 


28.739185 


38.614849 


27.159644 


39.842694 


BPh 14 


11737 


27-508954« 


37.374006« 


28.731639 


38.629025 


27.647050 


38.701673 


26.2IOI38»» 


39.928167 


W1X13 


W38 


26.780195»! 


37.148906 


26.733017 


37.130351». 


26.238766 


37.595424 


25.580675». 


37.496476« 


roiii6 


W44 


28.576814»! 


38.314324 


30.054049 


38.464250 


28.710253». 


38.464688 


26.981 i88»i 


38.460984 


nfun 


»45 


29.841882»» 


40.352952 


31.310283». 


40.518405 


29.966462». 


40.518865 


28.237375». 


40.515801 


Wms 


W46 


28.015333»» 


40.854573« 


29.607517»» 


39.938681»! 


28.439266»» 


39.937671« 


26.860210»» 


39.937296" 


n»rai4 


»47 


26.793950« 


38.857479 


28.431305 


40.024391 »1 


27.346649»» 


40.024495« 


25-909579 


40.022769» 


W1215 


»48 


23.520038»! 


38.632379« 


26.423603 H 


38.525717 


25.936045« 


38.918246»! 


25.280489 


37.591078 


wmf 


wss 


31.107126»» 


42.391580 


32.566516»» 


42.572560 


31.222671»» 


42.573042 


29.493561« 


42.570618 


n?i3i3 


»56 


29.267579« 


42.893201 n 


30.863275»» 


41.992836»! 


29.695281»» 


41.99184811 


28.116274»» 


4i.992n3'« 


151314 


»57 


28.033825». 


40.896107 


29.686651». 


42.078546»! 


28.602514»» 


42.078672»» 


27.163894 


42.077586». 


15x315 


»58 


25.698396 


40.671007»! 


27.670949« 


40.579872 


27.191186»!. 


40.972423»! 


26.535382 


39.645895 


lBi3i6 


»66 


27.941498». 


43.394822 


30.203500»» 


4I.4I3II2 


28.753869« 


41.410654 


27.275222». 


41.413608 


CBr4i4 


»67 


26.932916»» 


41.397728». 


29.277662». 


41.498822 


27.857558« 


41.497478 


27.368175 


41.499081 


W141S 


»68 


25.775462»» 


41.172628 


28.246031»» 


40.000148»! 


26.887676»» 


40.391229 


26.583803 


39067390» 


rsi4i6 


»77 


25.954674« 


39.400634 


28.360059»» 


41.584532 


26.980937« 


41.584302 


27.588128». 


41.584554 


W1S13 


»78 


24.840939»! 


39.175534« 


27.337683« 


40.085858»» 


26.032017»! 


40.478053 


26.799023 H 


39.152863». 


teilte 


»88 


23.779026« 


38.950434 


26.325281». 


38.587184 


25.103405« 


39.371804 


26.010072»! 


36.721172 


«5161-^ 
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Transformirter Werth von 2bR^^K 
4. Produete, positiv« 



aß 


28 


34 


35 


36 


aß 


roxi 


19.861759,1 




25.644706» 




26.331545« 




25.820557« 






roi2 


23357862 




28.296898» 




28.305477 




26.713216» 






nri3 


23463983»» 




28.167390» 




28.333711« 




26.744354 






W14 


23164633 




27.297534 




28.036750« 




26.446571 






KiS 


24.420825 




28.476173 




29.208266« 




27.619312 






roi6 


22.993320 




26.375599»» 




28.303821 




27.381753« 






W17 


21.808370 




25.757614» 




27.435253 




26.550682« 






rox8 


22.420389 




24.887899» 




26.462960 




25.644254« 






OTaa 


26.86i388n 


37.909222 


31.137108» 


33.372878 


30.804926« 


33.920718 


29.435398« 


34.167504 


öJioio 


»33 


26.967509 


35-956592« 


30.984176« 


34.217933 


30.833109 


34.704631 


29.463642 


34.916403 


fVxozx 


»»4 


26.6681591» 


38.185929» 


30.176842 


35.672064« 


30.535901 


36.053076« 


29.166359 


36.176770» 


ZVxoza 


Was 


27-924351»» 


40.240301 » 


31.354678 


37.772617» 


31.707005 


38.159868« 


30.337404 


38.283555» 


nrxox3 


OJae 


26.49304811 


39.661303 


28.4101 13» 


38.306314 


30.020999 


37.445758« 


28.955990 


37.571187» 


orxoi4 


m27 


25530283 n 


39.746880 


28.405220» 


37.772590« 


28.753080 


37.700278» 


27.868794 


37.823799« 


roioxs 


tS28 


25.639680 


36.536416» 


27.633102» 


36.012018 


27.370712» 


36.413159» 


26.431458 


36.683769 


0X10x6 


n533 


27-073630»» 


34.003962 


30.862183» 


35.062988 


30.861293« 


35.488544 


29.491887« 


35.665302 


roiixx 


W34 


26.774280 


36.233299 


29.970994 


36.517119« 


30.564084» 


36.836989« 


29.194603« 


36.925669» 


UflllQ 


(B35 


28.030472 


38.287671 


31.149934 


38.617672« 


31.735188» 


38.943781« 


30.365648« 


39.032454» 


ufii 13 


0736 


26.599169 


37.708673»» 


29.170242» 


39.151369 


30.049033» 


38.229671« 


28.983576« 


38.320086« 


W1114 


W37 


25.636408 


37.794250» 


28.493751« 


38.617645« 


28.780919» 


38.484191« 


27.895886« 


38.572698« 


roxxxs 


«^38 


25.745829»» 


34.583786 


27.602658« 


36.857073 


27.399701 


37.197072« 


26.455883« 


37.432668 


Wxix6 


0744 


26.474930« 


38.462636 


29.287799» 


37.971250 


30.266876« 


38.185434 


28.897319« 


38.186036 


roxax2 


^45 


27.731 I22n 


40.517008 


30.464345»» 


40.071803 


31.437980« 


40.292226 


30.068364» 


40.292821 


OTxais 


W46 


26.299819« 


39.938010» 


28.456890» 


40.605500« 


29.751081» 


39.578116 


28.686407« 


39.580453 


1VX214 


«747 


25.337050» 


40.023587» 


26.636287» 


40.071776 


28.482001 » 


39.832636 


27.598802» 


39.833065 


rox2X5 


«»48 


25.446425 


36.813123 


26.366392 


38.311204« 


27.106476 


38.545517 


26.159264» 


38.693035» 


nri3x6 


JÜ55 


28.987314»» 


42.571380 


31.640912« 


42.172356 


32.609085» 


42.399018 


31.239410« 


42.399606 


rox3i3 


W56 


27.55601 In 


41.992382» 


29.625274« 


42.706053« 


30.920944« 


41.684908 


29.857046» 


41.687238 


«113x4 


IU57 


26.593242 n 


42.077959» 


27.745605« 


42.172329 


29.650244» 


41.939428 


28.769136» 


41.939850 


^1315 


W58 


26.702611 


38.867495 


27.552877 


40411757« 


28.284131 


40.652309 


27.327941« 


40.799820« 


07x3x6 


OT66 


26.126647» 


41.413384 


28.528414» 


43.239750 


30.582647» 


40.970798 


29.120847» 


40.974870 


WX4X4 


W67 


25.064299« 


41.498961 


27.543762» 


42.706026« 


29.664204» 


41.225318 


28.232309» 


41.227482 


07x4x5 


W68 


24.961382 t« 


38.288497» 


26.420781» 


40.945454 


28.640285» 


39.938199 


27.268277» 


40.087452« 


07x416 


^77 


25.201798» 


41.584538 


26.602245 » 


42.172302 


28.751988» 


41.479838 


27.360611» 


41.480094 


07x515 


^78 


26.141337 


38.374074« 


25.532792« 


40.411730« 


27.735202» 


40.192719 


26.415082» 


40.340064» 


07x5x6 


OT83 


27.114359»» 


35.163610 


24.516090» 


38.651158 


26.726327« 


38.905600 


25.488253» 


39.200034 


07x6x6 



^t»» 
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Transformirter Werth von zsR^^K 
4. Producte, positiv. 



aß 


37 


38 


45 


46 


«^ 


roxi 


22.03 1029 n 




21.410754« 




26.447028« 




25.231540« 






rox2 


24.826972 




24.300446 




28.883669« 




26.925669« 






Wx3 


24.8551321» 




24.328616« 




28.987422« 




27.029266« 






1014 


24.557842H 




24.031345« 




27.325696« 




25.362193« 






W15 


25.728772»» 




25.202345« 




28.460663« 




26.489579.» 






Ufi6 


24.775780H 




23.957969« 




27.660754 




26.859060« 






WI7 


24.664984 




23077584« 




26.835330 




25.999003 n 






nrz8 


23.891415 




23.436584 




25.921605 




25.061733« 






0^23 


27.698445« 


36.454750 


27.190637« 


37,907442 


31.389440« 


33.260828 


29.945817« 


33.722968 


Wie IC 


»23 


27.726614 


37.359062 


27.218808 


36.3 19529 n 


31.493192« 


33.962774 


30.049577« 


34.393233 


Wxoii 


W24 


27.429340 


37.317839« 


26.921537 


38.045325« 


29.831059« 


35.062659« 


28.387166« 


35,295104« 


OJ1012 


Was 


28.600326 


39.425697« 


28.092537 


40.152508« 


30.965360« 


37.191053« 


29.520912« 


37.423400« 


B1013 


»26 


27.430067 


38.712360« 


26.849145 


39438892« 


29.769805« 


38.281040« 


28.923205« 


38.512249« 


roioi4 


W27 


26.669701 n 


38.967280« 


25.929449 


39.693636« 


28.546662« 


37456473 


27.908240« 


37.687437 


tciois 


1038 


25985435« 


37.268754« 


26.138496« 


37.912164« 


27.289947 


36.325275« 


26.639805« 


36.132143 


nsiotd 


«»33 


27.754783« 


38.263374 


27.246979« 


34.731616 


31.596943« 


34.664720 


30.i53336n 


35.063498 


Wim 


W34 


27.457508^ 


38.222151« 


26.949708« 


36457412 


29.934810« 


35.764605« 


28.490925« 


35-965369» 


WlIIJ 


W3S 


28.628495 n 


40.330009« 


28.K20708« 


38.564595 


31.06911 1« 


37.892999« 


29.624672« 


38.093665« 


«Pix 13 


11X36 


27.458206»! 


39.616672« 


26.877316« 


37.850979 


29.873514« 


38.982986« 


29.026900« 


39.182514« 


5^1114 


0X37 


26.697572 


39.871592« 


25.957616« 


38.105723 


28.650319« 


38.158419 


28.011903« 


38.357702 


Kl 115 


»38 


26.013370 


38.173066« 


26.166643 


36.324251 


27.393855 


37.027221« 


26.743352« 


36.802408 


IPni6 


W44 


27.160234W 


38.180928 


26.652437« 


38.183208 


28.272680» 


36.864490 


26.828517« 


36.867240 


IB121: 


W4S 


28.331221*1 


40.288786 


27.823437« 


40.290391 


29406984« 


38.992884 


27.962267» 


38.995536 


low 13 


»46 


27.160881« 


39.575449 


26.580045« 


39.576775 


28.203063« 


40.082871 


27.362639« 


40.084385 


151214 


W47 


26.399808 


39.830369 


25.660343« 


39.831519 


26.970791« 


39.258304« 


26.346748« 


39.259573 •• 


WisiS 


IB4« 


25.715713 


38.131843 


25.869359 


38.050047 


25.760732 


38.127106 


25.074768« 


37.704279»' 


tSiiid 


W55 


29.502207»» 


42.396644 


28.994437« 


42.397574 


30.541294« 


41.121278 


29.096022« 


41.123832 


ffii3i3 


ros6 


28.331672« 


41.683307 


27.751045« 


41.683958 


29.323371« 


42.211265 


28.493881« 


42.212681 


IP1314 


11x57 


27.568866 


41.938227 


26.831340« 


41.938702 


28.074964« 


41.386698« 


27.476768« 


41.387869« 


^1315 


W58 


26.885187 


40.239701 


27.040346 


40.157230 


26.938756 


40.255500 


26.200057« 


39.832575« 


o;i3i6 


ro66 


27.669072»» 


40.969970 


26.509583« 


40.970342 


30.005749« 


43.301252 


28.523819« 


43.301530 


©14 14 


»67 


27.757699 


41.224890 


25.501023« 


41.225086 


29.095363« 


42.476685« 


27.644678« 


42.476718 w 


Wi4'5 


m68 


26.973457 


39.526364 


24.623603« 


39.443614 


28.079473« 


41.345487 


26.682417« 


40.921424« 


nTi4i6 


W77 


27.970979« 


41.479810 


25.592146« 


41479830 


28.186593« 


41.652118 


26.775217« 


41.651906 


»1515 


»78 


27.182086« 


39.781284 


26.525497 


39.698358 


27.173103« 


40.520920« 


25.825949« 


40.096612 


©1516 


W88 


26.393343« 


38.082758 


27.495894« 


37.916886 


26.163138« 


39.389722 


24.893108« 


38.541318 


©16 rf 
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4. Producte, positiv« 





47 


48 


56 


57 


aß 


22.928509 u 




22.405237*1 




30.852188*1 


- 


27.520805*» 






019 


25-5564I5»» 




25.039790.. 




28.822824 




24.985443« 






013 


25.660162 n 




,25.143538»» 




29.275401 




25.752403*» 






014 


23.997364« 




23.480798« 




28.042501 *» 




26.251408«» 






015 


25. 130485 n 




24.614102« 




29.906473« 




27.820848« 






0i6 


24.856732 H 




24.210145«» 




32.001532 




29.842147 






017 


24.398038 




23.367396»» 




30.927860 




29.315083« 






018 


23.656565 




23.642696 




29.160514 




28.578024« 






023 


28.186451«! 


36.429386 


27.674355« 


37.902734 


26.81 25 70n 


32.954042 


22.568971« 


36.406464 


n»ioio 


093 


28.2901 98 M 


37.335336 


27.778103.» 


36.708902»» 


27.269826« 


33.574799 


23.293773« 


37.316746 


0XOXI 


024 


26.627418 N 


36.636530*1 


26.115363^ 


37.378495« 


25.041764*» 


32.410582« 


23.764512*» 


35.009859 


nrzoxs 


025 


27.7605961t 


38.770140« 


27.248666« 


39.508854*. 


27.555052 


34.506930« 


25.348056« 


36.838842 


01013 


üa76 


27.450998» 


39.865291*1 


26.844842«» 


40.601977« 


29.773175« 


34.634650« 


27422163 


35.666686 


<Vzox4 


027 


26.815704 


39.040763 


25.997406*1 


39.777429 


28.545558« 


33.689625« 


27.186530«» 


34.426496 


W10X5 


028 


26.IOI97I 


37.722046« 


26.253757 


38.432100*. 


27.501260 


36.310668 


26419211« 


37.442943 


W1016 


«^33 


28.393946n 


38.241286 


27.881851 ft 


35.515070 


27.728191« 


34.195556 


24.032677*» 


38.227028 


011 zx 


034 


26.731166»» 


37.542480« 


26.219111«» 


36.184663 


26.051618« 


33.031339« 


24.513387« 


35.920141 


Wxiia 


035 


27.864344n 


39.676090*» 


27.352414»» 


38.315022 


27.866962 


35.127687« 


26.091901« 


37.749124 


0X1 13 


036 


27.554743« 


40.771241*1 


26.9485 90«! 


39.408145 


30.157061»» 


35.255407« 


28.148107 


36.576968 


nyixx4 


037 


26.919432 


39.946713 


26.101153«» 


38.583597« 


28.833433« 


34.310382« 


27.837215« 


35.336778 


0IX X5 


038 


26.205702 


38.627996*1 


26.357503 


37.238268 


28.087078 


36.931425 


27.076052*» 


38.353225 


OTixxö 


044 


25.068386«! 


36.843674 


24.556371»» 


36.854256 


26.683571« 


31.867122 


25.000824« 


33.613254 


0iai3 


045 


26.201565 >t 


38.977284 


25.689674«. 


38.984615 


28.239313« 


33.963470 


26.575980« 


35.442237 


0X2X3 


046 


25.891640«» 


40.072435 


25.285851*» 


40.077738 


30.193761 


34.091190 


28.619672 


34.270081 


0X2X4 


0^47 


25.254273 


39.247907*» 


24438392*» 


39.253190« 


29.285147 


33146165 


28.244818« 


33.029891 


0X2 15 


048 


24.540924 


37.929190 


24.694654 


37.907861 


28.271472 


35.767208« 


27.489710.» 


36.046338 


0x2x6 


»55 


27.334745 ♦• 


41.1 10894 


26.822978*1 


41.1 14974 


29.811745« 


36.059818 


28.152809»» 


37.271220 


01313 


056 


2 7.023825 «1 


42.206045 


26.419155«. 


42.208097 


31.778358 


36.187538 


30.202794 


36.099064 


0x314 


057 


26.380063 


41.381517*1 


25.571685*» 


41.383549« 


30.855816 


35.242513 


29.861523« 


34.858874 


0X3 »S 


058 


25.667910 


40.062800 


25.827896 


40.038220 


29.816169 


37.863556« 


29.103135« 


37.875321 


0x3x6 


066 


27.113266*1 


43.301196 


26.016772»» 


43.301220 


33.753329« 


36.315258 


32.275446»» 


34.926908 


0x414 


067 


27.159815 


42476668*» 


25.114901« 


42.476672« 


32.821180« 


35370233 


32.034261 


33.686718 


0x4x5 


Uf66 


26.377198 


41.157951 


25.019810 


41. 13 1343 


31.762137»» 


37.991276*. 


31.267363 


36.703165 


0X4 16 


077 


27.358^87« 


41.652140 


25.016233*» 


41.652124 


31.900073». 


34.425208 


32.046137« 


32.446528 


W15X5 


078 


26.569746*» 


40.333423« 


25.917389 


40.306795« 


30.863213« 


37.046251« 


31.264341« 


35.462975 


0x5x6 


088 


25.781494» 


39.014706 


26.879595« 


38.961466 


29.866286« 


39.667294 


30.483214« 


38479422 


0x6x6 
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4. Producte, positiv* 



aß 


58 


67 


68 


78 


aji 


Wit 


26.955550»* 




28.9^975« 




28.095496« 




25.798751»» 






Wxa 


24-293999 ♦» 




27.108013 




26.232432 




24.096182 






Wx3 


25.114112» 




27.594891 




26.718467 




24.609089 






arx4 


25.642275« 




27.226168 




26.306619 




24.824925 






W15 


27.196043»» 




28.756814 




27.796154 




26.571190 






W16 


29.145187 




30.807495« 




29.683695» 




28.971609« 






Wjj 


28.363708 




30.633974 




29.068824« 




29.223905 






WjB 


28.717958« 
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36.X9061I 


26.347748 


38.175370« 


07ixil 


«34 


27.592514« 


37.318216« 


29.099554« 


37.365616« 


27.772229»» 


37.365632« 


26.048398»» 


37.372815»! 


07IIX2 


l»35 


28.812546»! 


39.362992»» 


30.355746« 


3941 9881»! 


29.028421«» 


39.419926»» 


27.304590« 


39.423241 »! 


07x1 X3 


W36 


27935264« 


39.669408 


28.925704», 


38.840504 ■ 


27597783« 


38.840021 


25.874593« 


38.839425 


07x1 14 


©37 


26.974043« 


38.394067 


27895578« 


38.926154 , 


26.567317»! 


38.926108 


24.845498« 


38.926069 


07xx X5 


«^38 


25.881855«» 


37.423189 


26.701990 »1 


37.125729»! 


25.372852 


37.423693 


23.653429« 


37.419669 


WXI 16 


©44 


27.II3891 


38.451838 


28.800204 


38462677 


27472879 


38462676 


25.749048 


38.462676 


07x2X2 


«45 


28.372347 


40.504108 


30.056396 


40.517051 


28.729071 


40.517050 


27.005240 


40.517051 


07x2X3 


W46 


26.869797 


40.314581« 


28.627103 


39.938017« 


27.299659 


39.938020»! 


25.575461 


39-938017« 


07x8X4 


W47 


25.820415 


39.942835»! 


27.597221 


40.023607»! 


26.269849 


40.023607 »11124.542158 


40.023607»! 


07x2X5 


W48 


24.590030 


37.891 128 »1 


26.404151 


36.265332 


25.077050 


36.639931 ,123.343924 


36.400721 


07x2X6 


IB55 


29.630239 


42.555963 


31-312587 


42.571425 1 


29.985263 


42.571424 


28.261432 


42.571426 


0?i3i3 


^56 


28.146963 


42.414610»» 


29-883937 


41.992391«! 


28.556231 


41.992394« 


26.831991 


41.992391« 


07x3x4 


0757 


27.103106 


41.979897« 


28.854264 


42.077981»!' 


27.526623 


42.077981 »I 


25.792093 


42.077981 »! 


07X3IS 


»58 


25.883778 


40.023664«» 


27.661636 


38.357561 


26.334338 


38.655185 


24.583896 


38.448610 


07X3 16 


0766 


26.3141 14*» 


43.295565« 


129.245913« 


41.413356 1 


27.666277»! 


41.413352 


26.218610.» 


4I4I3356 


07x4X4 


»67 


25.549407« 


42.520138 


28.355562». 


41.498946 1 


26.863632»» 


41.498946 ! 


26.514135 


41.498946 


07x4 15 


W6S 


24.615798« 


41.128147»» 


27.361352« 


37.879865« 


25.978836»» 


36.588979 ; 


25.722787 


37.861669»! 


W1416 


"77 


24.711367« 


40.810840»! 


27.460629»» 


41.584536 


26.044548« 


41.584536 


26.741615»» 


41.584536 


WX5X5 


W78 


23.732804« 


40.301435 


26.461928»» 


37.949452« 


25.147186»» 


37.907719« 


25.952270»» 


37.949008»» 


07x5x6 


»88 


22.7i9652»i 


38.954588.» 


25458735«* 


38.580799« 


24.239634« 


39.374366»! 


25.162861»» 


36.663122»» 


OTi6x6 
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aß 


28 : 


34 


35 


36 


ai 


VBii 


18.610156 




23.913117« 




25.309047« 




24.964166»! 






lüxa 


22.129384»! 


36.740204»» 


26.577279« 


34.472032»! 


26.638529 M 


34.745952»» 


25.297913« 


34.869345« 


V9 10 


aJx3 


22.235505 


34.787574 


26.6460279t 


35.317087»» 


26.666375 


35.529865»» 


25.336660 


35.618244H 


»9 II 


roi4 


21.936155« 


37.016911 


24.157460». 


36.771218 


26.367499 


36.878310 


25.037575 


36.878611 


VSg 12 


WiS 


23.192346»» 


39.071283 


24.953716»! 


38.871771 


27.535817 


38.985102 


26.214998 


38.985396 


W913 


0JI6 


2l.753"4n 


38.492285 n 


25.668620»! 


39.405469« 


27.538951 


38.270991 


26.551954« 


38.273028 


W914 


WI7 


21.056936»! 


38.577862»! 


24.732334»» 


38.871744 


26.626609 


38.52551^2 


25.711265« 


38.525640 


W915 


roi8 


21.754229 


35.367398 


23.6686561t 


37.111172»! 


25.609683 


37.238393 


24.796213»» 


37.385610»» 


«27916 


Was 


«5.630248 


37.808058»! 


29.157543« 


34.938392 


29.529631 


35.201804 


28.I91817 


35.317661 


fOxoio 


Wa3 


25736369« 


37.I16311 


29.325150»» 


35.550402 


29.557802»» 


35.756414 


28.219988« 


35.839261 


Wioii 


W24 


25.437019 


37.202739»! 


28.040092»! 


36.954511« 


29.260531 H 


37.055 185 n 


27.9227I7n 


37.055410« 


mioi2 


Was 


26.693211 


39.257136»» 


29.196669»! 


39.055510»! 


30.431531« 


39.162015« 


29.093717« 


39.162248« 


WIOI3 


nra6 


25.263266 


38.677775 


28.460996»! 


39.557040 


29.189993 n 


38.447953« 


27.851893« 


38.449715 »• 


0»IOI4 


»27 


24233174 


38.763479 


27.504739« 


39.035904»! 


28.184304». 


38.702493« 


26.846070« 


38.702605« 


H»ioi5 


fVaS 


23.039209 


36.252584 


26.418328»» 


37,254253 


27.030284»» 


37.384579« 


25.691740« 


37.486061 


I3l0l6 


W33 


25.842490 


35.452636»! 


29.375889»» 


35.857572 


29.585973 


36.023889 


28.248159 


36.082713 


Wim 


»34 


25.543 HOn 


37.365204»» 


27.212661 


37.107309»! 


29.288702 


37.181913»* 


27.950888 


37.181937« 


»1113 


»35 


26.799332n 


39.419575« 


28.490463 


39.210047»! 


30.459702 


39.288881« 


29.121887 


39.288942« 


W1II3 


W36 


25.3693«7« 


38.840580 


28.370701»» 


39.556606 


29.218305 


38.574992»» 


27.881246 


38.575882« 


roiri4 


»37 


24.339285»! 


38.926156 


27.439996»» 


39.104254« 


28.212652 


38.829602«» 


26.875955 


38.829660« 


»1115 


W38 


23.146886»! 


35.735^49« 


26.382286»! 


37.19901 1 


27.058702 


37.380957« 


25.722860 


37.199854 


«611 16 


»44 


25.243790 


38.462678 


27539564 


38.162400 


28.991431 


38.183263 


27.653617 


38.183262 


BI1212 


W45 


26.499982 


40.517052 


28.711802 


40.26841 1 


30.162430 


40.290447 


28.824617 


40.290446 


roui3 


»46 


25.070037 


39.938017»» 


27.380954 


39.913267»» 


28.921734 


39.576827 


27.583770 


39.576821 


WiJM 


»47 


24.039955 


40.023607»! 


26.357535 


39.933331 


27.916259 


39.831549 


26.578389 


39.831549 


IÜH15 


W48 


22.844459 


36.388256 


25.174219 


37.462515 


26.762649 


38.036136 


25.425079 


38.046100 


W1216 


«55 


27.756174 


42.571426 


29.883934 


42.374353 


31-333430 


42.397631 


29.995616 


42.397630 


WX313 


W56 


26.326229 


41.992391« 


28.561487 


42.053894»» 


30.093895 


41.68401 1 


28.755498 


41.684006 


afi3i4 


IÜ57 


25.296149 


42.077981» 


27.539929 


42.045458 


29.088713 


41.938732 


27.750442 


41.938732 


©1315 


W58 


24.100327 


38.442634 


26.359842 


39.498280 


27.935668 


40.144187 


26.597890 


4O.151II9 


IÖI3T6 


W66 


24.891563 


41.413356 


26.940793»! 


43.299192»» 


29.640354« 


40.970390 


28.049871« 


40.970378 


»1414 


W67 


24.061564 


4Iu^98946 


26.137789« 


42.500350 


28.747166»» 


4I.2251II 


27.243222» 


41.2251 10 


roi4»5 


W68 


24.594019»! 


37.863536»! 


25.183492»! 


41.119072»! 


27.750893»» 


39.431650 


26.357158» 


39444278 


»1416 


IB77 


24.296244« 


41.584536 


25.287081»! 


41.167297». 


27.850811»» 


41.479832 


26.423165« 


41.479832 


©ISIS 


W78 


25.289717 


37.949148»» 


24.300351« 


40.397412 


26.851251»» 


39.686814 


25.526180» 


39.687542 


«01516 


VfBS 


26.268195»} 


34.558396»! 


23.287761»! 


38.9i5098n 


25.848227« 


38.480871»! 


24.619833« 


39.359765« 
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aß 


37 


38^ 


45 


46 


aß 


m,i 


20.3745Ö5 




20.175348 




23.730008 




24.304512« 


1 


iVia 


23.573598« 


36.012968»! 


23.067719« 


36.739314« 


27.418096 


34416007« 


26.049943 


34.647077« 


VTg 10 


W13 


23.601791 


36.917280»! 


23.095890 


35.151401 


27.521835 


35.117953« 


26.153861 


35.317342»» 


W9 XI 


Wi4 


23304557 


36.876057 


22.798619 


36.877197 


25.857494 


36.217838 


24.495978 


36.219213 


IV 9 19 


aris 


24-475704 


38.983915 


23.969619 


38.984380 


26.988147 


38.346522 


25.635751 


38.347509 


«79 X3 


W16 


23.213263»! 


38.270578 


22.730481 


38.270764 


27.097598 


39.436219 


25.865745« 


39-436358 


079 14 


»17 


23.768277 


38.525498 


21.583856 


38.525508 


26.178933 


38.611652« 


25.041626« 


38.611546»! 


OT9IS 


Wi8 


22.971654 


36.826972 


22.148969 


36.744036 


25.150383 


37.480454 


24.145299« 


37.056252« 


Wg 16 


Wm 


26.464750 


35.394276 


25.958866 


37.808289« 


30.052890 


34859587 


28.684614 


35.082904 


IDZOXO 


m,3 


26.492921 n 


36.922208»! 


25.987037« 


37.III435 


30.156638 


35.333581 


28.788362 


35.525710 


Wxoii 


Wa4 


26.l95650n 


37.055187»» 


25.689766« 


37.054461 H 


28.493899 


36.370949« 


27.125623 


36.372040« 


07X0X3 


W«5 


27.366650»! 


39. 161806 tt 


26.860766« 


39.161643« 


29.627203 


38499438« 


28.258927 


38.500506« 


07x0X3 


rorf 


26.125110»» 


38.447946»» 


25.619247« 


38.447979« 


29.225851 


39.589573« 


27.857644 


39.589701« 


07zox4 


»»7 


25.II9819»» 


38.702500»! 


24.613560»» 


38.702502« 


28.280824 


38.765007 


26.912637 


38.764910 


OTXOI5 


oJaB 


23.966298 n 


36.810332»! 


23.459955*» 


36.792067« 


27.207470 


37.625317« 


25.839322 


37.102645 


07X0X6 


W33 


26.521092 


38.176359»! 


26.015208 


35.795709« 


30.260386 


35.526533 


28.892110 


35.689664 


07x1 ZX 


«34 


26.223821 


37.192856« 


25.717937 


37.181284« 


28.597647 


36.380126« 


27.229371 


36.380278« 


orxxia 


»35 


27.394821 


39.293418»! 


26.888937 


39.2884671 


29.730951 


38.508989« 


28.362674 


38.509355« 


07x1X3 


a»36 


26.153368 


38.576974»» 


25.647418 


38.574852»» 


29.329619 


39.599703« 


27.961497 


39.599787« 


07X1X4 


»37 


25.146480 


38.829708« 


24.641743 


38.829600« 


28.384594 


38.775139 


27.016517 


38.775074 


07x1x5 


11738 


23.990970 


37.193097 


23.486502 


37.050273« 


27.311244 


37.600473« 


25.943260 


34.487819 


07x1x6 


W44 


25.926550 


38.183263 


25.420666 


38.183266 


26.934901 


36.854464 


25.566625 


36.854427 


07X2X3 


W45 


27.097550 


40.290448 


26.591666 


40.290449 


28.068195 


38.984839 


26.699921 


38.984810 


07i9X3 


W46 


25.856241 


39.576827 


25.350147 


39.576828 


27.670741 


40.077873 


26.301759 


40.077871 


07zax4 


IH47 


24.846720 


39.831549 


24.344479 


39.831549 


26.726066 


39.253322« 


25.357559 


39.253324« 


07X915 


W48 


23.687895 


38.038821 


23.188319 


38.038538 


25.653358 


37.901288 


24.285914 


37.914824 


07i9l6 


W55 


28.268550 


42.397631 


27.762666 


42.397632 


29.201470 


4I.II5205 


27.833203 


4I.II5I83 


07x3x3 


»56 


27.027804 


41 .684011 


26.521147 


41.684011 


28.810326 


42.208225 


27.439079 


42.208223 


07x3x4 


0157 


26.007803 


41.938732 


25.515485 


41.938732 


27.866211 


41.383674« 


26.495915 


41.383675« 


0713x5 


11758 


24.835316 


40.145840 


24.358425 


40.145721 


26.794535 


40.032933 


25.426391 


40.041868 


07x3x6 


0766 


26.599349»« 


40.970390 


25.274937 


40.970390 


29J038228» 


43.301224 


27.397001« 


43.301224 


07x4X4 


«^67 


26.895505 


41.225111 


24459655 


4I.225III 


28.139207« 


42476673« 


26.589954»» 


42.476673« 


07I4I5 


»68 


26.104161 


39.432150 


24.973695« 


39.432100 


27.139744« 


41.127902 


25.710745« 


41.128160 


07x4x6 


®77 


27.122761»! 


41.479832 


24.674881 « 


41479832 


27.239366« 


41.652122 


25.773122« 


41.652122 


07x5x5 


W78 


26.333422»! 


39.686823 


25.670282 


39.686820 


26.238753« 


40.303361« 


24.884266« 


40.303185« 


07x5x6 


»88 


25.544020« 


37.867373 


26.648737« 


37.893493 


25.236518« 


38.715859 


23.985467« 


39.166489» 


07x6x6 
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aß 


47 ! 48 

II 


56 


' 


«* 


roxi 


21.673472 




21.171222 




29.113731»! 




26.226584 






roia 


24.313666 


36.000286»! 


23.806044 


36.736960»! 


27.305234 


34.262612»! 


23.614331 


35.988825». 


©9 10 


roi3 


24.417415 


36.906236»! 


23.909792 


35.543128 


27.799337 


34.883371»! 


24412625 


36.899107» 


»9 11 


roi4 


22.754722 


36.207430 


22.247053 


36.212721 


27.489041 


33.719154 


24.929931 


34.592220»! 


»9 H 


rois 


23.888167 


38.341040 


23380357 


38.343080 


28.995173 


35815503 


26.490483 


36.421203.. 


©9,3 


roi6 


23353756 


39.436191 


22.979322 


39.436203 


30.908190»! 


35.943222 


28.473856« 


35.249047« 


»9M 


rox7 


23.236288 


38.611663»! 


22.019825 


38.611655»! 


30.046640»! 


34.998197 


27.322923 


34.008857« 


»9 15 


rox8 


22.402560 


37.292946 


21.624537 


37.266326 


29.105934« 


37.619240»! 


26.744657 


37.O253O4H 


»9 16 


roaa 


26.948458 


35.207164 


26.440836 


37.818997 n 


25433857« 


34.687156 


20.103655«! 


34.948172 


SioiO 


Was 


27.052206 


36.940276»! 


26.544584 


37.099335 


25.918551»! 


35.078989 


21.352856 


36.950887»! 


BPlOXl 


roa4 


25389467 


36.370963 n 


24.881845 


36.367441»! 


25.486577»! 


33.771320« 


22.112383 


31.879382.. 


Wioia 


Was 


26.522771 


38.498473« 


26.015149 


38.497726»! 


26.973090»! 


35.890539« 


23.573122 


35.845755 


roioi3 


nraö 


26.I21419 


39.589573« 


25.613792 


39.589575« 


28.867081 


36.056999»! 


24.772362 


33.662617 


»10 14 


roay 


25.176308 


38.765001 


24.668766 


38.765000 


28.026944 


35.113289» 


26.056865»! 


33.893608». 


»1015 


roaS 


24.102879 


37.387733 n 


23595339 


37.382974« 


27.113589 


37.739308 


25256538« 


37.249959 


Wioi6> 


W33 


27.155954 


38.178438»! 


26.648332 


36.128771»! 


26401 696 u 


35.185402 


22.399903 


38.I794O5H 


Wim 


W34 


25.493215 


36.445205»! 


24.985593 


36.376123»! 


25.945669»! 


32.927378.! 


23.010791 


35.588729« 


lElils 


rogs 


26.626519 


38.535626»! 


26.118897 


38.506487»! 


27.427480»! 


35434754« 


24.528900 


37.310073« 


»11 13 


»36 


26.225175 


39.599890« 


25.717540 


39.599689« 


29.316649 


35.887344»! 


26.242527»! 


36.23552]« 


»III4 


W37 


25.279932 


38.775019 


24.772515 


38.775143 


28.481919 


34.950370« 


26.596840»! 


35.216814». 


»iiiS 


»38 


24.206392 


35.330172»! 


23.698978 


37432008»! 


27.575007 


37.600809 


25.786236»! 


37.598136 


Vit 16 


W44 


23.830476 


36.854455 


23.322854 


36.854522 


24.436882»! 


32.780654», 


23.574801 


32.173056» 


IB1313 


»45 


24.963778 


38.984847 
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26.475786« 


37.692801 


27.916679« 


38.233279« 


26.544055« 


38.242915« 


27.315789 


36.584220« 
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30.074744 


34.305733 


30.423337« 


36.393922 


29.932895 


36.397673 


30.302136 


34.332138 
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29.193198 


32.631060 


31.064235 


35.416499 


29.124335 


35.419772 


30.531755« 


33.295286 
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nJ68 


28.838060« 


36.446893 


30.269467 


37.884251« 


28.913842« 


37.886023« 


29.838042« 


35.495918« 


0^x4x6 


»77 


28.391478« 


30.883599 


31.272099« 


34.439014 


28.508880« 


34.441871 


30.759152 


32.258435 


OF151S 


W78 


29.612577 


34.793700 


30.483118« 


36.906572« 


29.678468 


36.908119« 


30.204286 


34.459068« 
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30.589247« 
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22.989152 

23.025203« 

23.960280« 

26.553753 
23.977209 
22.810162 
21.465715 

25.647321« 

27.488898 

30.053297« 
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20.628418 

21.606996« 

16.801053 

19.245680« 

20.073417 
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21.742575 

19.221860« 

20.774525« 
21.464924 
22.443501 « 
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23.984541« 
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22.337841 
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39.204589 
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26.183921« 

25.159002« 

23-974356« 

28.662888« 

29.412647 
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28.271738 

27-099595 

29.478140« 

30.693720« 

29.359187« 

28.342938« 

27.172539« 

29.385705« 
28.133723 
27.208554 
26.153022 
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28.646969 
27.548911 

26.366495 
25.611129 

24.384065 . 


34.051478 

34.905224 

36.456381» 

38.329802« 

38.696528 

38.853503 

36.725396 

34.991946» 
36.609719 
38.465460 
38.876774« 

39.034569« 
36.911164« 

36.616384 

38.346818 

39.017736« 

39.178927« 

37.074382» 

39.488942 
40.060374 
40.230801 
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V'45 

«^48 

«/'S? 
^58 
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»/'78 


25.214588« 
25.202109 

24.968473« 
26.224041 « 
24.812207« 
23.786327« 
22.600256» 

28.199921 

27.581603« 

28.842587« 

27.242094« 

26.159029« 

24.S50618» 

27.722888« 

28.974614« 

27.660600« 

26.654140« 

25.499999» 

26.689656« 

26.716062 

25.781860 

24.720286 

27.987180 

27.050061 

25.985373 

24-905044 
24.157429 

22.93475» 


34.61 1819 

35.459282 

36.942755« 

38.981383« 

39.483004 

37.485910« 

37.260810 

35.544383« 

37.089825 

39.126962 

39.665442« 

37.946854 

37.446587« 

37.061069 

39.088355 

39.815643« 

38.557089 

37.609827« 

38.994420 

40.889641 

39.989237« 

38.708312 

42.945470 

42.029267 M 
40.762623 

42.493255 
40.201855« 

40.267316« 


26.295255 

26.401374« 

26.102036 

27.358239 

25.875497 

24.826656 

23.590568 

24.525631« 

24.967790« 

26.528174« 

28.487674 

27.580429 

26.569185 

25.146285 
26.671726 

28.593779« 
27.686538« 
26.675298« 

26.037055« 
28.294532 
27.387266 
26.376000 

29.550814 

28.643525 
27.632236 

26.605061 

25905233 

24.707101 


34.825886 

35,622352 

37.017718« 

39.071873« 

38.492149 

38.577859 
37.079185« 

35.693124« 

37.149292 

39.203419 

38.623603« 

38.709328« 

37.264441 

37.061844 

39.115777 

38.535351« 
38.621184« 

37.425877 

37.220035 

37.258890« 

37.283034« 

38.521744« 

39.193476« 
39.196133« 
40.576120« 

37.940168« 

39.997090 

40.082679 


25.195863« 
25.301990 
25.002633« 
26.258822« 

24.841335« 
23.817752« 
22.640348« 

23.969965« 
23.067256« 

24.730957« 
26.793508 

25.949350 
25.031098 

23.873386 

25.246981 

26.899409« 

26.055328« 

25.137x43« 

24.322143« 

26.600333 

25.756157 

24.837888 

27.856610 
27.012404 
26.094110 

25.124294 
24.479844 
23.305606 


34.930835 

35.695"5 

37.017937« 

39.072114« 

38.490920 

38.577744 

37.471495 

35.755654« 

37.133523 

39.187666 

38.606093« 

38.693134« 

37.657314« 

36.973519 

39.027407 

38.443016« 

38.531673« 

37.820555« 

37.173652 
37.672162« 
37.435948» 
38.918527 

39.688598« 
39.406517« 
40.972900 

38.951886«! 
40.393859« 
40.479453«; 


21.743715 
21.849846« 

21.550467 

22.806614 

2X.679126 

21.585903« 

20.81x355« 

20.697099 

20.701509 

22.478740 

24.8803x8« 

25.1x1x06 

24.321656 

20.9828x3« 

22.645443« 

24.986429 

25.217227« 

24.427777« 

22.129818 

24.687x08« 

24.917876 

24.x 28427 

25.943345« 
26.x 74065 
25.3846x8 

24.767311 
23.963967 
22.706770 


36.0x7688 
36.92x483 
37.0x6085« 
39.070902« 

38.492397 
38.577870 
36.146x79« 

37.020x30« 

37.1x9181« 

39.173019« 

38.593340 

38.67907 x 

36.279206 

38.321788« 

40.376XX3« 

39.7970x9 

39.882622 

36.064443 

37.524816« 

37.287984 

37.3x8x93 

37.563926« 

39.078934 
39.056849 
39.618270« 

37.927094 
39.039200 

39.x 24797 


V'pio 
V9 " 
V'9X4 

'/'X013 
Vxox4 

V'xoxö 
V'urS 

V'iiie 

V^iax4 
V'iaiS 
V'iaiÖ 

V'x3i4 
V'iSXS 

1/^1416 


«/S 


28 


34 1 35 


• 36 


aß 


V12 
l/>i4 

i/;i5 
^16 
V'i; 

«/'24 
«^25 

1/^27 
</^28 

«/'36 
V'37 
«^38 

«^45 
V'46 
«^47 
^^48 

«/'S? 

^67 
«/'öS 

1 «^78 


19.9X5397 

20.02x528« 

19.722159 

20.978349 
19.237702 
19.963169 
20.925757« 

18.858688 
18.547926 

19.887984 
22.757722 

23.448153« 
24.426730 

18.960820» 

20.260417« 

22.863861« 

23.554274 

24.532851» 

18.939301 
22.564475 
23.254924« 
24.233501 

23.820663 

24.511117« 

25.489693 

23089359« 
24.059692 

23.032565 


36.740204 

34.787574« 

37.OI69II« 

39.071283« 

38.492285 

38.577862 

35.367398» 

37.091815 

38.138309« 

40.192684« 

39.613644 

39.699236 

35.970994» 

37.396133 
39.450504 

38.871504» 
38.957082« 
35727577 

35.299439 
35.846230 
35.727010 
36.608408« 

37.931950 
37.830580 
38.662783« 

36.982338 
38.083725 

38.169323 


26.085530 

25.454305« 
25.612406« 
26.784461 « 
25.468018« 
24.447763« 
23.269915« 

28.897454« 
28.281448« 
29.450684« 
28.311590« 
27.321605« 
26.191087« 

28.344335« 
29.516959» 
28.154172« 
27.123260« 
25.926550« 

26.791531« 
27.358201 
26.423638 
25.361819 

28.535904 
27.600335 
26.537432 
25532254 
24.787431 
23.567237 


34.472032 

35.317087 

36.771218« 

38.871771« 

39.405468 

38.871744« 

37.i"i72 

35.401776« 

36.917808 

39.017876 

39.584134« 

39.038239 

37.297665« 

36.886191 
38.983084 
39.718282«; 

39.118035 : 
37.462791«! 
38.364836 ' 

40.735770 ; 
39.988698 «1 
38.540273 

42.842596 
42.099456« 1 
40.645829 

42.425283« 
40.483031« 

40.350608 


26.803876« 

26.832039 

26.534725 

27.705654 

26.621836 

25.648537 

24.550628 

25.022625 

25.499100 

27.047289 

28.996288« 

28.089045« 

27.077802« 

25.447203« 

27.043642« 

29.024479 

28.117232 

27.105985 

26.541934« 
28.727305 
27.820039 
26.808770 

29.898468 
28.991168 
27.979863 
27.056525 
26.367755 
25.179915 


34.745952 

35529865 

36.878310» 

38.985102« 

38.270992« 

38.525512« 

37.238393« 

35.598723« 

37.009900 

39.116649 

38.402484 

38.656982 

37.401682 

36.922528 
39.028999 
38.314*86 
38.568841 
37.476564 

37.245965 

36.884618 

37.228456 

38.38x551« 

38.736601 

39.140517 
40.488912« 

37.890400 

39.775514« 

40.030326» 


25.694681 

25.722882« 

25.425606« 

26.596624« 

25.30388X« 

24.272999« 
23.054170« 

24.447266 

24.0674x7 

25.480391 

27.292198« 

26.448085« 

25.529872« 

23.4166x4 

24.995993« 
27.320635 

26.476439 
25.558150 

24.84x893» 
27.0233x8 
26.179x36 
25.26086X 

28.194482 

27.350249 
26.43x926 

25.600759 
24.968023 

23.806747 


34.869345 

35.618244 

36.8786x1« 

38.985396» 

38.273028« 

38.525640« 

37.385610 

35.676670« 

36.994232 

39.100956 

38.388779 
38.64x070 
37.575x68» 

36.834422 
38.9407x6 
38.229889 

38.479904 
37.740076« 

37.254126 
36.872912» 
37.292750 
38.779070 

39.145977« 
39.233695 
40.886 x8x 

38.912584 
40.x 72788 

40.427x25 


V9xa 
^9^ 
V'914 
«^9x5 
1/^9x6 

V'xoix 
l/'ioia 
'/'1013 
1^10x4 
^xojs 
V'xoxö 

V'xxza 
1piix3 
V1X14 
V'xxis 
V'ixiö 

1/^12X3 

1piax4 
«/'xais 
V'iaxö 

V'x3i4 
»P1315 
t//i3x6 

V'MXS 
1//1416 
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Paul Harzbk, 



Transformirter Werth von 2«Ä('l 
6. Producte, positiv. 



aß 


37 


38 


45 


1 46 


«^ 


V26 

1/^27 

«/'34 
^36 
V38 

'/'47 
V'48 

V'57 
V58 

V68 


22.239508« 

22.267724 

21.970526 

23.I4I8I5 

22.354216« 

22.722261 

21.929130 

21.172323« 
21.296804« 

23004435« 
25.376113 

25.606907« 

24.817457« 

2I.II8305 
22.98x969 
25.404296« 

25.635077 
24.845628 

22.586197 
25.107044« 
25-337805 
24.548356 

26.278119« 

26.508801 

25.719354 

25.291779 
24.488587 

23.226536 


36.012968 
36.917280 
36.876057« 

38.983915» 
38.270578« 
38.525498» 
36.826972« 

37.014890« 
36.979836« 
39.086218« 
38.372259« 
38.626744« 
36.685390« 

38.182105« 
40.289220« 
39.575571« 
39-830272»! 
38.026591« 

37.481150« 
36.920312« 

37.256991« 
37428940« 

38.499634« 
38.984883« 

39.533373« 

37.886024« 
38.818587« 

39.072490« 


20.410597« 

20.438812 

20.141565 

21.312589 

20.541316 

21.047715« 

22.030824 

19.33321 1« 

19.229148« 

20.530850« 

23.252941« 

23.943361 

24.921938« 

18.812530 

20.279725 

23.281089 

23-971532« 

24.950109 

19-676534 
22.983806 
23.674262« 
25.652838 

24.154793 

24.845262« 

25.823838 

23.612399« 
24.582255 

23.579823 


36.739314 

35.151401« 

36.877197« 

38.984380« 

38.270764« 

38.525508« 

36.744036« 

37.051697 

37.998604« 

40.105787« 

39.392166« 

39.646884« 

37.852541« 

37.256422 

39-363605 

38.649988 

38.904728 

37.121443 

33.554554« 
34.634152« 
35.633868« 
36.469756« 

36.734287« 
37.739792« 
38.576936« 

36.941303« 
37.863135« 

38.117017« 


26.956761 
27.060500 
25.396002 

26.526397 
26.664349 
25.746408 
24.718990 

25.019226« 

25.641248« 

27.195721« 

29.149180 

28.241936 

27.230693 

25.742735« 

27.298613« 

29.252932 

28.345687 

27.334444 

25.429704« 
27.590916 
26.683611 
25.672279 

28.725407 
27.818004 
26.806527 

26.335649 
25.716417 
24.583326 


34.416007 

36.217838« 
38.346232« 
39.436219« 

38.611652 

37.480454« 

35.172590« 

36.349564 

38.477857 

39.567690 

38.743122« 

37.620680 

36.262741 

38.390519 

39.479550 

38.654978« 

37.575166 

36.642954 
38.138949 
37.315782« 

37.709895« 

40.050790 

39.228526« 

39-843330« 
38.041754« 

40.941002« 

40.116475 


25.819108» 
25.922875« 
24.260694 fi 
25.394750« 
24.575981« 

23-394277« 
22.020300 

24.209195« 
24.018819« 

25.514644« 

27.416694 

26.572555 

25-654317 

24.107679« 

25.611994« 

27.520474 

26.676327 

25.758083 

23.708478« 

25.858640 

25.014306 

23.095846 

26.993162 

26.148576 

25.229826 

25.062096 
24.476005 

23.359871 


34.647077 

35.317342 

36.219213« 

38.347509« 

39.436358« 

38.611546 

37.056252 

35363509« 

36.335199 

38.463310 

39.551782 

38.726946« 

37.264466» 

36.177208 
38.304255 

39.390555 

38.565580» 

37.428077« 

36.665423 

38.236151 

37.429377« 

38.118379 

40.190712 

39392547« 

40.247457 

39.256008» 

41.337892 

40.513179« 


V'9" 
V9»» 
V'9n 
^9M 
V915 
V916 

V'lOM 

l/'ioi3 
«/'X0I4 
l/'iois 
Vioi6 

V/1113 
V'"X4 
V'1115 

U^ni} 

V'MIÖ 

V'x3M 
V'1315 
V1316 

VMt6 
V'iSTÖ 


«i» 


47 


48 


56 


57 


a? 


i/'ia 

«/'T3 

^^14 
V16 

«/'a3 
V'24 

^34 

^36 
^37 

'/'45 
M'46 
V'47 
^^48 

'/'78 


22.355441 

22.459238 

20.800204 

21.944685 

22.836384« 

23.089392 

22.299291 

20.950516 

21.367811 

23.107825 

25.492037« 

25.722827 

24.933377 

21.467932 

23.210679 

25.595786« 

25-826575 

25.037125 

21.425435 
23-933222« 
24.163824 
23-374380 

25.067061 « 

25.297092 

24.507665 

24.923829 
24.121 146 

22.842448 


36.000286 
36.906236 
36.207430« 
38.341040« 

39.436191« 

38.611663 

37.292946« 

37.000551« 
36.320112« 
38.446858« 

39-537443« 

38.712866 

37.327528« 

37.518005« 

39.648124« 

40.740968« 

39.916415 

38.565400« 

36.856173« 

38.170535« 

37-347847 
36.829169« 

39.902219« 

39.082318 

38.919302« 

38.202681 

39.983342« 

39-158468 


20.524935 
20.628713 

18.967939 
20.102340 
20.770810 

21.421947« 
22.401461 

19.107059 

19.264008 

20.588044 

23.367240 

24.057668« 

25.036245 

19.361 127 
20.687531 

23.470985 
24.161416« 

25.139993 

18.579810 

21.808064 

22.498681 » 

23.477254 

22.941267 

23.631988» 

24.610558 

23.240563« 
24.209112 

23.268011 


36.736960 

35.543128« 

36.212721« 

38.343080« 

39436203« 

38.611655 

37.266326« 

36.926785 

37-334243« 
39.464595« 

40.557580« 

39.733029 

38.383896« 

36.591993 
38.722350 

39.815424 

38.990875« 

36.662601 

34.207421« 
36.558037« 
35.742099 
35.820735« 

38.663703« 

37-848263 

37.950206« 

37.258504 
39.027873« 

38.202991 


26.684808 
27.234884 
27.295509 
28.834439 
30.775814« 

29.882123« 
28.893826« 

24.508900« 

25.283446« 

26.840867« 

28.796589 

27.886527 

26.870263 

25.740271« 

27.302007« 
29.260924 

28.347205 
27.324288 

26.071493« 

28.269563 

27.067851 

25.909623« 
29.458048 
27.705505« 
27.874170« 

30.562027 
29.992611 

28.890491 


34.262614 

34.883371 

33-719154« 

35.815502« 

35.943222« 

34.998197« 

37.619240 

34.920379« 
33-903932 
35.982622 
36.076259 

35-129973 
37.746172« 

33.984702 
36.016480 
35.994508 
35.043087 
37.638841« 

34.057200 
34.634979 
33.699796 
36.356443« 

36.541045 
35.611182 1 
38.285609«! 

34.274300 

37-577701«! 

36.531512«! 


23.165495« 
23.720428« 
124.005402« 
25.692984« 
28.007342 
28.187750« 
27399747« 
20.983988 
21.692034 
23.171286 
24.013581» 

25553875« 
24.751886« 

22.041100 

23-317395 

25.801132 

26.361577« 

25.565814« 

23.800481«! 

26.524720 

26.883985« 

26.091507« 

27.998234 j 
28.442094«, 
27.648052« 

30.414283 j 
29.612888 1 

28.289056 ! 


35.988825 
36.899107 
34.592220 
36421203 
35249047 
34.008857 
37.025304 

36.984644« 

33.560708« 

35.663582 

34.062947« 

33942336« 

37.225719 

35.553535 
37-475257 
36.220986 
34.475086 
38.383379 

34.452304 
32.297318 
32.495904« 
35853856 

35.061423« 
34.455217» 
37.607416 

33.168263« 

36.503419 

35-433507 


1^910 
1^911 

V'9ia 
»/'9I3 
V'9'4 
1^9 IS 
^9^6 
Vioii 

V'iorB 
V'IOM 
VtoiS 
!//ioi6 

Vit 13 

^im 

V'iuS 

»//lllfi 
«//nie 

1//15T6 
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Transformirter Werth von zeB^^K 
6. Producte, positiv. 



aß 


58 


67 


68 


78 . 


«^ 


Vx8 


31.295776« 
21.848870«» 

21.977546« 
23.423496« 

25.693603 n 

26.496570 

27.47^*673« 


36.734881 

35.681647«» 

34.286495 

36.205365 

34.989528 

33.458751 
37.070669 


23.529124 

24.096395 

24.683425 

26.455512 

28.866670«» 

29.111255 

28.321534 


36.894898 
34.646813 

36.517387 
36.023206 

35.040569 

37.491558« 


21.538560 

22.099852 

22.371196 

23.599570 

26.623152 

27.310390«» 

28.289699 


36.733415 

35.745775« 

34.390574 

36.353816 

35.989034 

35.010560 

37474899« 


19.329470 

19.983355 

21.458869 

23.430110 

26.092036«» 

26.536007 

27.283320«! 


36.648986 
36.934662«» 

34.295835« 
36.014088«» 
34.902116«» 
33.865120»» 
36.067124 


t//9io 
V/911 
1/^9" 
1^913 
V'9X4 

1/^916 




1 9.1 16406 
19.877082 
21.456319 

23.6i64i5ii 

23.801655 

24.8033831» 


36.822893 
35395331 
37.307297 
36.057596 
34.385454 
38.197921 


21.465289«» 

22.782544« 

24573005« 

26.997598 

27.248460«» 

26.458619t» 


36.972194« 

33.598964 

36.127195 

36.041637 

35.069572 

37.553703« 


19.438447« 

20.424901«» 

21.570158«» 

24.791183»» 

25.446823 

26.426439«» 


36.747899 
35.502147 
37u^6I5I4 
37.105375 
36.127524 
38.593943« 


17.723564« 

19.738683«. 

21.717133»» 

24.383798 

24.829800«» 

25.580392 


38.002217*» 
35.427024»» 
37.159047« 
36.071122»» 

35.034273« 
37.234880 


V'xoxx 
Vxoxa 
V'xoxs 
V'1014 
V'xois 
Vxoiö 


V'34 

V'as 


20.314775 

21.927612 

24.256284» 

24.637410 

25.627067«» 


34.659634« 
36.575194« 
35.343520«. 

33.753637« 
37.452771 ♦» 


.23.260379«» 

25.054935« 
27.482391 

27.734555« 
26.944689«» 


35.669811 
37.636359 
37.287404 
36.309728 
38.776683«» 


20.893224»» 
22.016044«» 
25.278996»» 

25.932763 
26.912438«» 


34.764251« 
36.725318«» 
36.365400»» 
35.387279« 
37.852796 


20.244641«» 

22.225983«» 

24.894513 

25.341305« 

26.093162 


34.767817 
36.592365 
35.625281 

34.589059 
36.783665»» 


V'xxxa 
Vxxi3 
^xiX4 
V'xxxs 
V'ixxö 


1^45 
V46 
^^47 
V48 


21.560153 

24.587732« 
25.176318 

26.157742« 


33.063762«» 

33703833« 
3i.653920n 

34.367747 


24.344590« 
27.000877 
27.3*6859« 
26.535703« 


34!66888o 
33.697794 
36.184834« 


21.726921 
24.907796« 
25.518615 
26.499696«» 


33.071067«» 
32.800694 
31.875906 
34.482979« 


22.062995«» 
24.946727 
25.459909« 
26.300367 


33.300203 
32.639105 
31.603869 
33.788880»» 


t^xaia 

1/^X3X4 

V'xaxs 

1/^X2x6 


^»58 


26.103643«» 

26.731629 

27.711874« 


34.437072» 
33.5523I6»» 
36.421490 


28^07761 

28.821999«» 

28.029559«» 


36.363565 
35.398134 
37.901466«» 


26.374621«» 

27.009462 

27.989739« 


35.020322 

34.072413 
36.625740«» 


26.519963 

27.119872»» 

28.040328 


34.167523 
33.133248 
35.308714« 


V'X3X4 

V'xaxs 

V/X3X6 




28.697368«» 
29.665002 


32.225257«» 
35^557732 


30.742868 
29.944681 


33.493250 
36.577475« 


28.921192*» 
29.887107 


32.539881 
35.642327«» 


29,261327 
30427574« 


29.816735 
32.947809 


1/^x4x6 


t^78 


28.762293 '34.489806 


28.483462 


35.479814« 


29.048606 


34.550294« 


30.663147 


31.959155 


Vx5x6 



Wir fügen hierzu die aus der grossen Ungleichheit von Jupiter und 
Saturn herrührenden Glieder« 

Nach der Entwickelung auf Seite 67 erhalten wir, mit den bereits 
auf Seite 94 mitgetheilten Coefficienten, indem wir für die Coefficienten ihre 
um 10 vermehrten Logarithmen setzen*): 

2dRs6 = 

*+ 7.343336^16 — 7.603933 W26«^56 + 7-396273 «^|6«^5S+ 7-382899 W66Ce>'6 

— 7-47 1063 W66Ce>s6W55 + ö.gj^i 1^0)^0)1^ — 6.681806 w3g + 6.942384WJ6W55 

— 6.72132801^6^*^ + 6.0202 I4w^j 

H- 5.259i8ift>?6 — 5.344822C(i66W56+ 5-i33695^66«s5+ 4.82411301^6 

— 4.909764^56^55 + 4.389061 0)1^ 



*) Wir haben die Anordnung so gewählt, dass sie günstige Resultate bei der aus- 
zuführenden Transformation der zwei ersten Complexe ergiebt. 
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+ 6.421 308 a>66ß?5 • +6.5369280166^65056 + 6.46082601^^12^6 

— 6.1348690156025 • —-5.759711 W^ßß^g 

+ 6.3954370)550^5 + 5.963327o;s5ß65ß56+ 54732500155^^6 
+ 3.857119^25 + 3.942839^65^56 + 3422i8oß^6 

— 6.722338 W26<2>s6 + 6.790375 W66Ws6<2>56 — 7.0314210)660)550)56 
+ 6.3157890)560)55(2)56 — 5.7742800)^50)56 

+ 5.4992060)660)^6 - 5.2I2743«^56<^56 + 4-9262740)550)^6 

— 4.1120750)660)56 + 3-903879^56 ®56 — 3-6898800)550)56 

+ 2.4561920)^6- 

Die Formelo, nach denen in diesen Ausdruck Guben und Quadrate ein- 
zuführen sind, haben wir im 3. Paragraphen mitgetheilt. Was die erste 
cubische Form betrifft, so erhalten wir zuerst die folgenden Werthe: 

logx = 8.645012» logA = 9.565329»» logju = 9.778611» legi/ = 9.565329 
log/J3 = 5.42828411 logy3 = 7-348585 • 

Damit werden die einzigen nicht verschwindenden Fehler 

log Vg = 2.9890» log ^5 = 1.6572 . 

Man konnte wohl mit dieser Darstellung völlig zufrieden sein; da aber 
die Operation nur einmal auszuführen ist, habe ich mich der geringen Mtthe 
unterzogen, die Werthe auszugleichen; es ergab sich so, indem wir für die 
Zahlen ihre um 10 vermehrten Logarithmen setzen: 

öß3 == — 3.0667 + 7.7817 dy 
(Jy3 = -(- 3.0631 — 7.7818 dy 

<Jx = — 6.8015 + 11.798351/ 

dl = — 6.4425 — ii.9i79<Ji/ 
öfx = + 5.2664 — 9.87725V. 

Ich fand keine Veranlassung, dv von Null verschieden zu wählen, und 
erhielt dementsprechend die folgenden verbesserten Werthe: 

logx = 8.651 195» logA = 9.565656» logiu = 9.778598» logv = 9.565329 
log/?3 = 5.430169» logy3 = 7.348608. 

Berechnet man mit diesen Werthen die 6 ersten Goefficienten der cu- 
bischen Form, so erfordern die Logarithmen, um die wahren Werthe zu 
ergeben, die folgenden, in Einheiten der sechsten Stelle ausgedrückten, 
völlig belanglosen Correctionen: 

o, —3, +2, +3, -H, +8- 

Es wird hiernach, indem wir bei diesen Gliedern auch die Correctionen 
hinzufügen, die ein nicht verschwindender Werth von öv veranlasst, 
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67 =4.459289 (1 + 12.25751/) 
bs = 4.6oi2iow(i + 12.238dl') 
^9 =4.735779 (i + 12.22s dp) 
öjo = 4.868636n{i + 12.213 dl'). 

Auch hier stehen statt der Goefficienten ihre um 10 vermehrten Loga- 
rithmen« Man sieht, dass öv nicht als kleine Grösse so gewählt werden 
kann, dass die letzten vier Glieder einen vollständigen Cubus bildeten. 
Mit dv = o finden wir sodann: 

log 7t = 0.132328»» log Q = 9.5o6725n 
log d3 = 4.47 1816 log «3 = 2.92563on 

Die erste quadratische Form von zdR^e ISisst sich nach der schon be- 
nutzten Methode als Summe nur zweier Quadrate darstellen; wir finden 
sofort: 

logx = 6.149001 n log^ = 9.564940»» logft = 9.780320»» logi/ = 9.564940 
log/?« = 3.256204»» logy = 5.263473 

und hier ist eine nachträgliche Ausgleichung unnöthig; während alle anderen 
Coeflicienten streng dargestellt werden, ist allein der Coefificient des dritten 
Gliedes, um den wahren Werth zu erlangen, um eine Einheit der letzten 
Decimale zu vergrOssem. 

Alle anderen Transformationen machen gar keine Schwierigkeiten und 
wir können daher sofort den transformirten Ausdruck für zdR^e hinschreiben: 

2dÄ56 = 

+[2.4495360)66—2.2281340156+2.014865^55)3 — (1.8100560166— 0.461251 W56— 1.3757 120155)3 
+(1.4906050)56—1.6229330155)3 — (0.9752100)56—0.481935 0)55)3 

+(2-6317360)66— 2.4120560)56+2.1966760)55)* —(1.6281020)66—7.777103 0)56—1.1930420)55)* 

— xo 

+(6.4213080)66— 6.1348690)56+6.3954370)55)^^5+ (6.4608260)66— 5-7597" ^56+5-4732500)55)0^6 
+(5.9348680)66+5.361 2670)55)(ß65+ß56)' — (5.9348680)66+5-361267 C055)(ß65— ßse)* 

+(1.928559065+1.713250^56)' — (0.7lI020fls6)» 

--(3.3611690)66— 3.I28l760)56+3.3692220)55)*Ö)56+(3. 1281760)56— 3.195864 Ü)55)»<&56 

+ (3.i9i6oio)55)*a)56 

+(5.4992060)66—5.212743^56+4.9262740)55)0)^6 

-(4.1120750)66— 3.903879«^56+3.68988oo)55) 0)56 
+(1.2280960)56)'. 

In dieser Entwickelung haben wir nun die (o^tx durch die xSta zu ersetzen. 
Das Resultat der Transformation stellen wir auf den folgenden Blättern zu- 
sammen; die durch Entwickelung der unentwickelten Form erhaltenen Loga- 
rithmen der Goefficienten sind, wie früher, um 80 zu vermindern. 
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Transformirter Werih von zdR^e» 







I. Guben 




2. Quadi*ate | 




positiv 


negativ 


positiv 


negativ 


positiv 


negativ 


Wxx 


22.013425 


21.215749 


20.796177»» 


20.216781»» 


33862750 


32.687668 


roxa 


20.0596lOn 


19.364410»» 


18.435475 


17.948363 


31.908723» 


30.843902»! 


W13 


20.529299 n 


19.852273»» 


18.740483 


18.312231 


32.378368»» 


31.332920»» 


W14 


19.76901 In 


I9-465520»» 


19.136685»» 


18.464585»» 


31.616640»» 


30.961457« 


TBlS 


21.151152»» 


20.960081»» 


20.708560»» 


20.0439441» 


32.998040»» 


32.458523», 


W16 


22.905203 


22.862080 


22.674775 


22.015362 


34.750770 


34.362957 


07x7 


22.219399 


22.012943 


21.752692 


21.087302 


34.066400 


33.511081 


nri8 


21.439967 


21.088465 


20.713937 


20.036670 


33.287856 


32.583112 


W2a 


18.I06103 


17.490947 


16.162320 


15.658501 


29.954859 


28.977623 


Was 


18.575855 


17.975302 


16.843537 


16.344134 


30.424537 


29.4^3139 


aFa4 


17.817642 


17.538169 


17.223929 


16.730974 


29.663914 


29.043393 


Was 


19.200840 


19.023701 


18.774894 


18.282100 


31.045882 


30.532181 


aFa6 


20.956771»! 


20.916691»» 


20.725727»» 


20.233056»» 


32.799629»» 


32.428464" 


Ufaj 


20.268927»! 


20.077675 »i 


19.821251»» 


19.328440»» 


32.114156»» 


31.585752« 


maB 


19.488222»» 


19.165670»» 


18.814853»» 


18.321798»» 


3i.33493on 


30.669267»! 


0^33 


19.045618 


18.459080 


17.453645 


16.964H0 


30.894223 


29.948092 


W34 


18.287825 


18.013047 


17.701512 


17.234438 


30.133824 


29.520004 


W3S 


19.671237 


19.496850 


19.248567 


18.782245 


31.515906 


31.007249 


W36 


21.427546»» 


21.388074» 


21.184770»» 


20.730641 »t 


33.269859« 


32.90197911 


0737 


20.739292»» 


20.551040»» 


20.295352»» 


19.828947» 


32.584163»» 


32.06101 Im 


OT38 


19-958330« 


19.641403»» 


19.294874»» 


18.827333»» 


31.804800»» 


3I.I4665IH 


0744 


17.543702 


17.397360 


17.145116 


17.016829 


29.380826 


28.943279 


»45 


18,933912 


18.838322 


18*603484 


18.534212 


30.766674 


30.396027 


«746 


20.701916»» 


20.680660»» 


20.46695 8 »» 


20.457416»» 


32.527193« 


32.252866»» 


0747 


20.000925 »i 


19.898091»» 


19.660935»» 


I9-584355»» 


31.834344»» 


31.454213»» 


0748 


19.21 1770»» 


19.045410»» 


18.785500»» 


18.627594 »»• 


31.050465»» 


30.586189»» 


Wss 


20.327330 


20.264602 


20.034594 


20.048199 


32.154338 


31.838408 


«756 


22.100791*» 


22.087574»» 


21.864096»» 


21.968374»» 


33.918086»» 


33.682542»» 


0757 


21.393866»» 


21.326395»» 


21.095718»! 


21.098737»» 


33.221743.» 


32.897985« 


WsS 


20.600777»» 


20.492500»» 


20.255689»» 


20.146858»» 


32.435630»» 


32.043465« 


0766 


23.883110 


23.882499 


23.643621 


23.885821 


35.687296 


35.510134 


0767 


23.166522 


23.152131 


22.930089 


23.019269 


34.985007 


34.743864 


0768 


22.366781 


22.342488 


22.132475 


22.07171 1 


34.195002 


33.905653 


0777 


22.460490 


22.387909 


22.156332 


22.149229 


34.289194 


33.957376 


0778 


21.667981 


21.551442 


21.31 1601 


21.196780 


33.503415 


33.101055 


0788 


20.880267 


20.69081 1 


20.420426 


20.237312 


32.720350 


32.227071 
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Transformirter Werth von idR^s* 



positiv 



Quadrat 



3. Producte 
positiv positiv 



Quadrat 



Quadrat 



positiv 



Quadrat 



Wia 
W13 
(9x4 
W15 
W16 
Wi7 
ViS 

W22 

V24 
J5a5 

IÜ27 
iVaS 

W33 

W36 

W37 
»38 

W44 
W45 

»46 
W47 
«48 

"^55 
1056 
»57 

W58 

W66 
nJ67 
W68 

W77 
W78 



32.653664 
30.68583911 
3I.l52622n 
30.2826051» 

31-595584« 
33.190230 
32.675124 
31.975638 

28.749083 

29.222160 

28.561724 

29.987303 

31.809317*1 

3i.049l96n 

30.216187 n 

29.696446 

29.066606 

30.502930 

32.3393«5« 

3I-563333« 

30.716623 n 

28.861318 
30.380010 

3*-304357n 
31.4299961» 

30-471357« 

31.906445 

33.837485« 
32.955540*1 
31.985661*1 

35.774126 
34.885819 
33.906123 

34.004736 
33.036161 

32.083824 



4.515251 

5.136008 

3.971791*» 

6.068139*» 

6.195859*» 

5.250834»» 

7.871877 

2.651987*» 

3.272744« 
2.108527 

4.204875 
4.333595 
3387570 
6.008613»» 

3.137985« 

3.758742« 

a.594525 

4.690873 

4.818593 

3.873568 

6.49461 1*» 

2.725225*» 
3.345982« 
2.181765 

4.278113 
4.405833 
3.460808 
6.08185 1*» 

4.215279*» 

4.836036»» 

3.671819 

5.768167 

5.895887 

4.950862 

7.571905*. 

6.112829 
6.733586 

5569369« 
7.665717»» 

7.793437« 
6.848412»» 
9.469455 

[5.268694 

[5.889451 

[4.725234« 

16.821582»» 

6.949302»« 

6.004277»» 

8.625320 

4.350462 
4.971219 
3.807002*» 

5.903350« 
6.0310701» 
5.086045 »» 
7.707088 



32.593872 

30.696251»» 

31.176527»» 

30.671788»» 

32.143056*» 

34.021022 

33.198829 

32.306203 

28.802071 
29.282944 
28.788829 
30.262522 

32.143113« 
31.317986*» 
30.422093*» 

29.763921 

29.271612 

30.745710 

32.626736*» 

31.801121*1 

30.904682*» 

28.809731 

30.290352 

32.178281*» 

31-344939« 

30.439652« 

31.772297 
33.661 607 ♦> 
32.826719»» 
31.919622*» 

35.552339 
34.715856 
33.806873 

33.881162 
32.974291 

32.069889 



4.024057 

4.644814 

3.480597« 

5.576945*. 

5.704665*» 

4.759640« 

7.380683 

1.354513 

1.975270 

0.811053*» 

2.907401 *» 

3.035121»» 

2.090096». 

4.7U139 

2.178315 

2.799072 

1.634855»» 

3.731203»» 

3.858923»» 

2.913898»» 

5.53494» 

2.709072 

3.329829 

2.165612»» 

4.261960»» 

4.389680*» 

3.444655»» 

6.065698 

4.263216 

4.883973 

3.719756»» 

5.816104»» 

5.943824« 

4.998799« 

7.619842 

6.216473»» 

6,837230»» 

5.673013 

7.769361 

7.897081 

6.952056 

9.573099« 

5.309229»» 
5.929986»! 

4.765769 
6.862117 
6.989837 
6.044812 
8.665855»! 

4.297986*1 

4.918743« 

3.754526 

5,850874 

5.978594 

5.033569 

7.654612»! 



32.023236 

30.146174« 

30.629937*1 

30.183674*» 

31.667432»» 

33.558609 

32.721627 

31.812053 

28.285095 

28.771439 
28.363632 

29.854569 
31.752998*. 
30.907876»» 
29.988423 •• 

29.258190 

28.856123 

30.348068 

32.247496*. 

31.401251*» 

30.480402»» 

28.527419 
30.030976 

31.941589« 
31.082750*» 
30.145681*! 

31-536171 
33-448317« 
32.587750*1 
31.648368*» 

35.361886 

34499713 
33.558163 

33.639351 
32.700246 

31.764401 



4.636714 

5.257471 

4.093254« 

6.1 89602 «> 

6.317322»» 

5-372297«» 

7.993340 

2.629523»» 

3.250280»» 

2.086063 

4.1 82411 

4.310131 

3.365106 

5.986149*» 

3.087506». 

3.708263*» 

2.544046 

4.640394 

4.768114 

3.823089 

6.444132*» 

1.287642*» 

1.908399*. 

0.744182 

2.840530 

2.968250 

2.023225 

4.644268*» 

3-282355 

3.903112 

2.738895« 

4.835243« 

4.962963»» 

4017938« 
6.638981 

5.543441*» 

6.164198*» 

4.999981 

7.096329 

7.224049 

6.279024 

8.900067*» 

4.259165 n 
4.879922»» 

3.715705 
5.812053 

5.939773 
4.994748 
7.6i579in 

3.406665 
4.027422 
2.863205*» 

4.959553« 
5.087273»! 
4.142248»» 
6.763291 



32.023236»» 

30.146174 
30.629937 

30.183674 

31.667432 

33.558609»» 

32.721627»» 

31.812053»» 

28.285095«» 

28.771439« 

28.363632»» 

29.854569»» 

31.752998 

30.907876 

29.988423 

29.258190»» 

28.856123»» 

30.348068»» 

32.247496 

31.401251 

30.480402 

28.527419« 
30.030976»» 
31.941589 
31. 0827 JO 

30.145681 

31.536171»» 

33.448317 
32.587750 
31.648368 

35.361886»» 
34-499713« 
33.558163« 

33-639351« 

32.700246»» 
31.764401»» 



4.346029 

4.966786 

3.802569»» 

5.898917»» 

6.026637»» 

5.081612»! 

7.702655 

2.673346»» 
3.294103*. 
2.129886 
4.226234 

4.353954 
3.408929 

6.029972»» 

3.183203« 
3.803960 »t 

2.639743 
4.736091 
4.86381 1 
3.918786 
6.539829« 

3.018254»» 
3.63901 1 »I 

2.474794 
4.571 142 
4.698862 

3.753837 

6.374880»! 

4.540939« 

5.I6I696»» 

3.997479 
6.093827 
6.221547 
5.276522 
7.897565« 

6.468765 
7.089522 
5925305« 

8.021653 t» 

8.149373« 
7.204348»» 
9.825391 

5.590464 

6.21 1221 

5.047004». 

7.143352». 

7.271072»» 

6.326047»! 

8.947090 

4.626046 
5.246803 
4.082586»» 

6.178934« 
6.306654»» 
5.361629»! 
7.982672 



fVxzx 
Wiia 
101X3 
VSi 14 

roix5 

tffx z6 

102 XO 

Waii 
OFaxa 
lVax3 
Wax4 
aJax5 
fVax6 

103x0 

103 XX 
«03 xa 
«03x3 
103x4 

«0315 
103x6 

104x0 

104 xz 

104 xa 
104x3 
10414 

104x5 
104x6 

10510 
WS" 

105 xa 
105x3 
10514 
105x5 
105x6 

106 XO 
106x1 
106 xa 
106x3 
106x4 
106x5 
106x6 

10710 
W7XX 
10712 
10713 
107x4 
»7x5 
»7x6 

108 10 
108x1 
108 xa 
108x3 
108x4 
108x5 
108x6 
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4. Quadrate | 




positiv 


negativ 


XXfi xo 


31-521745 


29.735077 


rolll 


32.142502 


30.355834 


roii2 


30.978285 n 


29.191617»» 


üJi 13 


33074633« 


31.287965« 


071X4 


33-202353 n 


31.415685». 


Wiis 


32.257328« 


30.470660»! 


W116 


34.878371 


33.091703 


0J210 


29.567002« 


27.065533 


Waii 


30.18775911 


27.686290 


073 12 


29.023542 


26.522073»» 


07a 13 


3I.II9890 


28.618421 »i 


0»ai4 


31.247610 


28.746141»» 


0X315 


30.302585 


27.801116»! 


W216 


32.923628*1 


30.422159 


073x0 


30.036501 n 


27.889335 


073x1 


30.6572581» 


28.510092 


073x2 


29.493041 


27.345875« 


W3t3 


31-589389 


29.442223»» 


073x4 


31.717109 


29569943« 


W315 


30.772084 


28.624918»» 


07316 


33-393127« 


31.245961 


07410 


29.269876»» 


28.420092 


074x1 


29.890633»» 


29.040849 


074x2 


28.726416 


27.876632»! 


074x3 


30.822764 


29.972980»! 


074x4 


30.950484 


30.100700»» 


W41S 


30.005459 


29.155675« 


0^4x6 


32.626502 ♦» 


31.776718 


075x0 


30.648735« 


29.974236 


075x1 


31.269492»» 


30.594993 


075X2 


30.105275 


29-430776 n 


^5x3 


32.201623 


31.527124»» 


075x4 


32.329343 


31.654844« 


«»575 


31.384318 


30.709819»! 


075x6 


34.005361»» 


33-330862 


076 xo 


32.396884 


31.927493»! 


076 IX 


33.017641 


32.548250»» 


076X2 


3i.853424n 


31.384033 


©6x3 


33-949772 n 


33.480381 


076X4 


34.077492»» 


33.608101 


076x5 


33.132467»» 


32.663076 


076 16 


35.753510 


35.284119 


077x0 


31.717485 


31.020249»} 


OI7IX 


32.338242 


31.641006»! 


077x2 


31.174025 t» 


30.476789 


OJ7I3 


33.270373« 


32.573137 


07714 


33.398093« 


32.700857 


077x5 


32.453068»» 


31.755832 


077x6 


35 .0741 II 


34.376875« 


078X0 


30.941989 


30.009006»» 


0)8ix 


31.562746 


30.629763 


078X2 


30.398529« 


29.465546 


01813 


32.494877« 


31.561894 


078X4 


32.622597»» 


31.689614 


078x5 


31.677572 t» 


30.744589 


078i6 


34.298615 


33.365632,! 
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5. Producte 










positiv 


positiv 


positiv 




Quadrat 




Quadrat 




Quadrat 




VJlx 


24.608923 




24.089495»» 




23285673 






OTxa 


22.632283*1 




21.744977 




20.616129 






mi3 


23.097181« 




22.061865 




21.439931 






»14 


22.136896*1 




22.416408*» 




21.970688 






Wxs 


23.364417« 




23.989290« 




23.524832 






öJx6 


24.496758 




25.956215 




25.478089« 






»17 


24.460121 




25033317 




24.570845« 






rox8 


23.851649 




23.992973 




23.559602« 






iVaa 


20.685902 


12.954042»» 


19.468679 


12.954042 


17.946585 


12.954042 


IVxoXO 


w«3 


21.157086 


13.574799« 


20.150717 


13.574799 


18.770387 


13.574799 


Wxoxx 


nra4 


ao.443829 


12.410582 


20.532320 


12.410582« 


19.301144 


12.410582« 


COTxoxa 


Was 


21.848216 


14.506930 


22.083315 


14.506930« 


20.855288 


14.506930« 


0x0x3 


036 


«3-639247« 


14.634650 


24.034172*» 


14.634650« 


22.808545« 


14.634650« 


0x0x4 


Wa7 


22.913142*1 


13.689625 


23.129670»» 


13.689625« 


21.901301« 


13.689625« 


0x0x5 


098 


22.106621 1» 


16.310668H 


22.123226« 


16.310668 


20.890058« 


16.310668 


0xox6 


»33 


21.629512 


14.195556*» 


20.762685 


14.195556 


19.594189 


14.195556 


0XXX1 


»34 


20.951655 


13.031339 


21.014914 


13.031339« 


20.124946 


13.031339« 


0X1 X« 


»35 


22.370638 


15.127687 


22.562118 


15.127687« 


21.679090 


15.127687« 


0XXX3 


»36 


24.183404« 


15.255407 


24.510046« 


15.255407« 


23.632347« 


15.255407« 


0XXX4 


»37 


23.433462*» 


14.310382 


23.608887« 


14.310382« 


22.725103« 


14.3 «0382« 


0XXX5 


W38 


22.608772*1 


16.931425*» 


22.608183« 


16.931425 


21.713860« 


16,931425 


0xxx6 


»44 


20.770750 


11.867122*1 


20.549947 


11.867122 


20.655703 


11.867122 


0x9 xa 


»45 


22.291905 


13.963470« 


22.029924 


13.963470 


22.209847 


13.963470 


0xax3 


W46 


24.218403*» 


14.091 190«» 


23.917195« 


14.091190 


24.163104« 


14.091190 


0xax4 


»47 


23.341605« 


13.146165*» 


23.084597« 


13.146165 


23.255860« 


13.146165 


0X9X5 


W48 


22.379407« 


15.767208 


22.180178« 


15.767208« 


22.244617» 


15.767208« 


0xax6 


»55 


23.821883 


16.059818*» 


23.494587 


16.059818 


23.76399« 


16.059818 


0x313 


056 


25.755908« 


16.187538*» 


25.365230« 


16.187538 


25.717248« 


16.187538 


0x3x4 


»57 


24.870573« 


15.242513« 


24.551212« 


15.242513 


24.810004« 


15.242513 


0x3x5 


W58 


23.895509« 


17.863556 


23.667438« 


17.863556« 


23.798761« 


17.863556« 


0x3x6 


1066 


27.696131 


16.315258»» 


27.216379 


16.315258 


27.670505 


16.315258 


014x4 


067 


26.803751 


15.370233« 


26.424047 


15.370233 


26.763261 


15.370233 


0x4x5 


1968 


25.817574 


17.991276 


25.562185 


17.991276« 


25.752018 


17.991276« 


0x4x6 


»77 


25.919379 


14.425208*) 


25.607583 


14,425208 


25.856017 


14.425208 


015x5 


»78 


24.945799 


17.046251 


24.721199 


17.046251« 


24.844774 


17.046251« 


015x6 


ni88 


23.990883 


19.667294*1 


23.806818 


19.667294 


23.833531 


19.667294 


0i6x6 
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6. Product 


7. Product 






positiv 


positiv 






Quadrat 






lIFll 


31.709700 




50.346597 






OTia 


29.767949" 




48.390642 n 






W13 


30.240051» 




48.859894« 






rox4 


29.553209 n 




48.084821» 






wis 


30.968647» 




49.459191»* 






W16 


32.776293 




51.199057 






I»i7 


32.031974 




50.528633 






mi8 


31.211729 




49.758497 






OTaa 


27.826197 


12.954042 


46.434458 


12.954042» 


»zozo 


W23 


28.298299 


13.574799 


46.903664 


13.574799« 


»zoxx 


lBa4 


27.611456 


12.410582» 


46.126983 


12.410582 


»zoxa 


Was 


29.026893 


14.506930» 


47.500480 


14.506930 


»ZOZ3 


1Va6 


30.834540»» 


14.634650» 


49.238717» 


14.634650 


»Z0Z4 


uray 


30.090222 M 


13.689625» 


48.570059» 


13.689625 


»ZQX5 


1Va8 


29.269977 ♦» 


16.310668 


47.800959» 


16.310668» 


»xox6 


W33 


28.770399 


14.195556 


47.372859 


14.195556» 


»zxxx 


»34 


28.083557 


I303i339*» 


46.595848 


I303I339 


»xzxa 


»35 


29.498993 


15.127687» 


47.969167 


15.127687 


»zz X3 


»36 


31.306640» 


15.255407*1 


47.707066» 


15.255407 


»ZXX4 


W37 


30.5623221* 


14.310382» 


49.038774»» 


14.3^0382 


»XX 15 


»38 


29.742078*» 


16.931425 


48.269887» 


16.931425« 


»XX x6 


W44 


27.396709 


II. 867 122 


45.807260 


II.867I22» 


»xaxa 


»45 


28.812154 


13.963470 


47.174183 


13.963470» 


»xax3 


W46 


30.619787» 


14.091 190 


48.899690» 


14.091 190» 


»xaz4 


W47 


29.875473 ♦• 


13.146165 


48.244772H 


13.146165« 


»xaxs 


»48 


29.055231 •• 


15.767208» 


47483490« 


15.767208 


»xax6 


W55 


30.227578 


16.059818 


48.537381 


16.059818» 


»X3Z3 


»56 


32.035220» 


16.187538 


50.255582» 


16.187538» 


»Z314 


»57 


31.290905» 


15.242513 


49.608568» 


15.242513» 


»X3X5 


»58 


30.470666» 


17.863556» 


48.851625» 


17.863556 


»X3x6 


»66 


33.842859 


16.315258 


51.958593 


16.315258» 


»X4X4 


»67 


33.098547 


15.370233 


51.327938 


15.370233»» 


»X4X5 


»68 


32.278307 


17.991276» 


50.579572 


17.991276 


»X4x6 


»77 


32.354235 


14.425208 


50.679669 


14.425208» 


WxSiS 


»78 


31.533993 


17.046251» 


49.922037 


17.046251 


»Z5x6 


»88 


30.713751 


19.667294 


49.159299 


19.667294« 


»x6z6 





8. Quadrat 




positiv 


»xoxo 


29.182138 


»xoxx 


29.802895 


»xoxa 


28.638678» 


»Z0X3 


30.735026» 


»Z0X4 


30.862746» 


»10x5 


29.917721» 


»xox6 


32.538764 


»XX XX 


30.423652 


»XX xa 


29259435« 


»ZXX3 


31.355783« 


»IX X4 


31.483503« 


»XX X5 


30.538478« 


»XI 16 


33.159521 


»zaza 


28.095218 


»zax3 


30.191566 


»xax4 


30.319286 


»xaxs 


29.374261 


»zaz6 


31.995304« 


»13 13 


32.287914 


»13x4 


32UH5634 


»Z3ZS 


31.470609 


»13x6 


34.091652» 


»14x4 


32.543354 


»14x5 


31.598329 


»14x6 


34.219372» 


«»ISIS 


30.653304 


»X5x6 


33.274347« 


»x6x6 


35.895390 
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Wie wichtig diese aus der grossen Ungleichheit in den Bewegungen 
von Jupiter und Saturn entstehenden Glieder sind, geht aus der Bemerkung 
hervor, dass das erste Quadrat des Theiles 2 von zdR^e^ indem wir fttr 
die Goefficienten die um 10 vermehrten Logarithmen setzen, den Werth 

+ {7.i9668c(i55 — 7.41 206 W56 + 7,63174^66)* 

hat, während die von der directen Ansiehung zwischen Jupiter und Saturn 
herrührenden Glieder von 2€il(*)nur den Betrag 

+ (6,80325(055 — 6.77703W56 + 7.11393W66)* 

ergeben. Die Bedeutung der ersten Glieder gegenüber den zweiten wird 
noch stark vergrOssert dadurch, dass die Theile i von idE^^ im Wesentlichen 
in demselben Sinne wirken, wie die Theile 2; es wäre desshalb ganz wider- 
sinnig, die Theile 2bBS^^ in Rücksicht zu ziehen, und die Beiträge von löR^ 
wegzulassen. Da hier demnach der Fall eintritt, dass Glieder höherer Ordnung 
in den Massen wichtiger sind, als Glieder niederer Ordnung, scheint es 
angemessen, über den Einfluss ähnlicher grosser Ungleichheiten, die in den 
Bewegungen der inneren Planeten vorhanden sind, auf die säcularen Ver* 
änderungen der Planetenbahnen einige Worte hinzuzufügen. Eine beträcht- 
liche Ungleichheit von ganz derselben Beschaffenheit, wie bei .Jupiter und 
Saturn, kommt auch bei Mercur und Venus vor, da auch der Winkel — 2 /, + 5 /a 
eine langsam veränderliche Grosse ist; eine, andere beträchtliche Ungleichheit 
von ähnlichem Charakter und gleichem Grade in Bezug auf die Parameter 
tritt bei Mercur und der Erde auf, weil auch der Winkel — 4+4/3 ^^^^ 
mit der Zeit nur langsam ändert. Es konnte desshalb wohl als möglich 
erscheinen, dass diese Glieder einen Theil der anomalen Bewegung des 
Mercurperihels ergäben. Dass dies in Betreff der ersten Ungleichheit nicht 
der Fall ist, beweist schon der Betrag des ersten Quadrates des Theiles 2 
von 2^R^^J für welches man genau ebenso wie für 2dR^ den Ausdruck 

— (3.i6264ai,x — 3'38929Wxa + 3-6 1785 ««^22)' 

findet, während aus 2£il<') der ganz bedeutend grössere Betrag 

+ (4.48402 ci>„ — 4.45293 ai„ + 4.801 sScdaJ" 

hervorgeht. Ganz ähnlich sind die Verhältnisse bei idR^^^ wie schon ohne 
Rechnung durch den Hinweis auf die gleiche Zahl des Grades in Bezug auf 
die Parameter und auf die Yergleichbarkeit der Werthe 

— i -^ ' = — 228825.6 und -^^ . ^' = — 19710675 

klar wird. Diese Glieder sind, namentlich mit Rücksicht auf die Unsicher- 
heiten in den Werthen der Massen von Mercur und Venus, völlig bedeutungslos. 
Wir haben nun schliesslich noch die von zdRo herrührenden Glieder 
hinzuzufügen, und mtissen uns zu diesem Zwecke den Werth der Constanten c 
verschaffen. 
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In der ursprünglichen Fassung dieser Untersuchungen, wie sie seiner 
Zeit der Fürstlich Jablonowskischen Gesellschaft der Wissenschaften vorgelegen 
hat, war der Werth von c nur aus der Differenz unseres theoretischen 

Werthes von --rr + 2.12 — tt^ und des von Herrn Newcomb*) aus den 

dt ' dt ' 

Mercurvorübergängen von 1677 ^^^ ^^^^ ermittelten Resultates der Beobach- 
tungen bestimmt worden. Seitdem sind aber die grossartigen, ein gewaltiges 
Material von Beobachtungen umfassenden, Resultate Herrn Nbwgohbs **) über 
die Elemente der vier inneren Planeten erschienen, die wohl auf lange Zeil 
die Grundlage unserer Kenntnisse über dieses innere System bleiben werden. 
Die fundamentale Bedeutung dieser Untersuchungen Herrn Nbwcombs hat 
mir noch während des Druckes dieser Arbeit, als die acht ersten Bogen 
bereits erledigt waren, ihre nachtragliche Berücksichtigung als nöthig er- 
scheinen lassen, und dies um so mehr, als die erwähnten Resultate nicht 
nur eine definitive Entscheidung über die Zulässigkeit der von uns zur 
Erklärung der anomalen Bewegung des Perihels der Hercurbahn angenommenen 
Hypothese und möglichen Falles eine sichere Bestimmung der Gonstanten c 
ergeben, sondern auch die Hassen der inneren Planeten mit bedeutend 
höherem Grenauigkeitsgrade zu ermitteln gestatten, als dieses früher möglich 
gewesen ist. 

Herr Nbwcoiib leitet in der angeführten Arbeit aus etwa 62000 Beobach- 
tungen der Sonne, des Mercur, der Venus und des Mars die säcularen 
Veränderungen der Bahnen der vier inneren Planeten her, und vergleicht 
sie mit den aus der Theorie abgeleiteten Werthen, um die Verbesserungen 
der Massen zu erlangen und vorhandene systematische Abweichungen fest- 
zustellen; er gelangt dabei zu einem für unsere Hypothese ungünstigen 
Resultate. Es ist aber dem Verfasser als nicht überflüssig erschienen, diese 
Discussion noch einmal durchzuführen, sei es auch nur, weil die veränderten 
Werthe der Verhältnisse der Halbaxen auf die theoretischen Werthe merk- 
baren Einfluss haben könnten. Unsere erste Aufgabe besteht demnach darin, 
die säcularen Veränderungen der Bahnen der vier inneren Planeten für 
1850.0 zu bestimmen. 

Wir setzen: 



^xx + ^Xxx = 



VxX,, 



oi»x + ixxi = 2 ^^ X =t il 

und verstehen unter den Wxx, ^«2, Xxx, Xxi die daraus folgenden reellen 
Functionen. 



♦) S. Newcomb, Discussion of transits of Mercury. Astron. Papers Part VI, p. 467. 
**] S. Kewcomb, The elements of Ihe four inner planets and the fundamental constants 
of astronomy, Suppl. American Ephem. and Kaut. Aimanac for 1897, 1895. 
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Setzt man also: 

9^ 9k 

wobei die a«, B« wieder reelle Grössen sind, so ist 

Wkx = al + hl w^x = 2 (0x02 + bxbi) 
;t«x = o ;txA = 2 (axh — h^ax) ; 

die Functionen ao^xj o^mX sind mit den bereits so bezeichneten Functionen, 
Xxi dber ist mit der bisher iq)xi genannten Function identisch. 
Es sei nun 

6xx = 2 €xi = I X 4= ^ , 

so ergeben die im ersten Paragraphen des theoretischen Theiles angegebenen 
kanonischen Bewegungsgleichungen durch eine leichte Umformung für die 
säcularen Veränderungen des a-ten Planeten durch den /?-ten, wenn /? > a 
ist, die Formeln: 

(. . d7ta\ I lds\n\pa\ I , 

/sin ^)=__JL__c /1^\=_^?^_6 I j 

* " ^^ //» 4jJcosi//atg5^ ""^ ^ ^^ ^/» zglcostpa "^ zglcosxpaSincp^ "^' 

in denen die folgenden Abkürzungen benutzt worden sind: 



ir-y d2Aa/9 j ^T Ö2Äa/J 

Ca/J ==^* ^n-^ax >— — ^ C^n+ax daß =>« Cn+a* r""; ^ Jtn+a« • 

-^^ OCOn+ax ^^ O(0n+ax 

Fttr die säcularen Veränderungen aber der Bahnen des /9-ten Planeten 
durch den a-ten, wenn wieder ^ >> a ist, gelten die Formeln: 

l . , d7tß\ I lds\mpß\ I . 

|sma)Ä-Ttl = ^ßa \-jf] =—^ bßa-i ; : d^a 

^ '" 4^^cosi/;^tg2£ \dt la zg^ßcosxpß 2g'ßeosyjßSm(pß 

mit den Abkürzungen 

<^T ^2Raß , ir-f ^2Raß 






^7 d2l}a,5 , ^-f 'blRafi 
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Die Summen über x sind in beiden Fallen über die Werthe % = a, ß, 
n-\- a,n-^ ß zu erstrecken. 

Um den Ausdruck fOr zRap möglichst kurz zu schreiben, setzen wir bei 
Wiederbenutzung bereits früher eingeftlhrter Bezeichnungen utaa — tuf^ = Vaß 
und mit Unterdrückung der unteren Indices aß: 

+ c(') =a, +-i-c<") — •|-c('*) = o„ 

2 16 4 ' 4 " 

_-Lc(5) =03 — Ä*^' ="'3 

-jcW + cf») =a, +jc('3) = o.4 

+ J.C(8)_J.c(9) =05 --^c(M) = o.s 

32 4 * 16 "* 

+ -J C<ä^ — -i- C<") = Ofi + -J C('5) = 0.6 

+ |c(") = a, --i-c(8) =0,, 

+ JLc(«)-i-cM = a« +i^c(7) =«., 

- i«"' + c<^> = «9 - i^f»' + ^cW = a., 

Dann wird: 

+ a4^aa — ^asOlaaCUa^ + 2 tte Ol«« C(l|j|j 
+ »7^a|8 — 2a9Ü)aßO}ßß 

+ %<^}p 
+ (-r a,oCU«« + axxOla^ — at^tOßßjOhiß — axj *^b^ 'Fn+an+jJ 

+ ^zSCOM+an+a — 2a,5Cü„+aH+a W|,+an+|J + 2aaoWn+aH+o Wn+/?n+/? 

Bei der Bildung der Ableitungen hat man zu beachten, dass fttr 

^aßXyd = — ;tayW|JJ + Xad^Oßy 

ist; man findet dann mit Benutzung der weiteren Abkürzung 
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ohne Schwierigkeiten die folgenden Relationen: 

+404^2;^— 6a5WaaW«/J+4a6Cc>a«W|9|}+ Züj^lß-- 2aB(0aß0}ßß 

+ (— 20x0 ö>aa+ a^^tJaß) Ö>a^— 20^3(0 aaVn+an^p+2ar^nip+ 2ar^SiaßSißa'- a^jXapXn+an-^ß 

— (^Xaß ^ 

— 2as<0aaXa{rh 2ay(üaßXaß'- 2as(0ßßXaß 
'hCLxiXaß^aß+ 2ax^QaßXaß+ ZatsiißaXaß+axyWaßXn'^an'i-ß 

— 203W,»+o»+a+Ö3^H+Ä#H-/J 

4- {— ajo(Oaa+ Oix Wa/J— CLx20)ßß) {2a)n^an^a— Wn+att+/j) — 20,3 (On^an-^a ^a/J 
-|-2ax4CUa#i+oßa|? — 2ax5W^n+oßajr-f-2ax5Wan+afl|?Ä— 2ax6Ö>/9n+aß/Ja — fhjXaßXn-han-^ß 
+ 4^x8 W*^.«„+«— 60x9 W»+an+aWn+an+/J+ 4^20 Wn+an+a Wn+/?n+/»+ ^OiS^n^^ 

— 20x9£ü||+an+|?ö'n+j9n+/J 

, daß = 

+ <^3Xn+an+ß ' 

+ («lo Waa— flu Wa|J+ Ox« CO^i») Xn+a n+/J 

— 20x4;fai»+aßa/9+ 20x5X1? i»+aßoiJ—2ax5Xan+aß/?a+20x6;CjJn+aß/9a+ai7Xa/»<^n+a«+/* 

— 20x9((/fH-an+a;^n+an+/9+20x8C(>n+aii+/9Xn+an+j9 — 20x9Ci>n+/»M+/JXn+an+/J 

— Äa Wa^+ 2ar (Oßß ^^" ~ 

— 2050)«« ö>a^ + 4a6Clla« W|j|j+ 2070)^^— 608Ö>a|jCW|9^+409 Wj^ 

+ (+ a^^(Oafi— 2aj^(0ßß) 0aß+ 2a^^U}ßßVn^an^ß+2a^snaßafia+2a^6a}a'-^^7XaßXn+an+ß 

+ a.Xaß *^" ^ 

+ 2as(OaaXaß-'2ajÜ)aßXaß+2as(OßßXaß 

— «IT Xaß Oaß + 20x5 üaßXßa + 2 0,6 üßaXßa — 0,7 Wa|jXn+oi»+,« 

H-03Wn+an+/9— 203CÜ»4.|9||+/J ' 

+ (+flhoWaa— axxWa|j+OxaW|}|})(ct>»+an+/?— 2Wn+/Jn+/?) + 20x3CÜH+^n+j9^o|^ 

— 20x4£üa»+|jßa|} + 20xsCt>|jn+j9fia|?— 2ax5£üan+/jfl^a+2ax6W/Jj«+j9fl/Ja — ^xy^aj^Xn+a fi+/J 

— 2ax9Ct;,,+an+aWn+ott+/J+4ö^aoWn+an+oWn+^n+j9 + 20x8W*^^^^^— 6ax9W»+an+/5WM 
+ 40i8<+^„+|j 
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206 Paul Harzer, 

dßa = 
— (^sXn+an+ß 

+ 2atgl0n+an+aXn'^an'^^ — 2aisO}n+an+ßXn+an+fi+ ^ajgiOn+ßn+ßXn+an+ß ' 

Die Formeln für sin 9)3 -jy und -^ sind in der angegebenen Form un- 
brauchbar, weil sie wegen 903 = für ^ = o die Form Null durch Null 

erhalten; wir wollen an ihrer Stelle die Formeln für -3?L_ — ? und -^^j- — - 

dt dt 

ansetzen. Für £ = o ist strenge 

dy3sing3 _ i d[Xjr — - y„) rfy 3008^3 _ % d(a?xx + yx,) 

dt 2J3VCOS1//3 dt dt zg^ycostff^ dt 

Für den Einfluss des /}-ten Planeten auf den a-ten gelten aber, wenn 
jOf > o ist, die Formeln: 

'[ — dt Jr ?:^ "•' \ dt jr ^^«^' 

wobei die Abkürzungen 

eingeführt worden sind; und für den Einfluss des a-ten Planeten auf den 
/?-ten wird, wenn wieder /? > a ist, 

indem die Abkürzungen: 

y-j "^2 Raß ^ /. V^ Ö 2 Raß ^ 

^^ O(0n+ßx ^^ 0Cü„+|9x 

gelten. 

Beachtet man, dass die Formeln nur für die Erde angewendet werden 
und desshalb für das erste Formelsystem On+a und bM+a, für das zweite 
Formelsystem aber an+/?und bn+j5 verschwinden, so ergiebt sich: 

, ö«« ^ 

+ a^%i^ß 

+ (+ öxoWaa — O'xx^aß + ««««^/J/j) ttn+.« 

+ 2(lj^£laß^a — 2ajsiiaß(iß + 2ai5ß|joaa — Züje^ßa^ß 

+ axy(Oan+ß(iß — Oi7^jJ«+aOa — 2 at^tan+ßn^ßan+ß 
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+ (+ OioCOaa — ClxxtOaß + «12 W^js) brt+|8 

+ öx7^an+j96/9 — aiy^^ßn-^-ß^a — 2ax9Cc>n+|Jn+|?bn+/J 

+ «3^+« ^"^ ~ 

+ (+ flxoWaa — Oll CUa|? + ttiaW/»!?) On+a 

— 2aj^iiaßÜa + Zaj^SiaßÜft — 2a^sßßaCia+ 2aisü^a^ 

— öijWan+att/J + öi7^|Jn+otta — 2 axgWn+an+o^+a 

+ 036«+« ^^" = 

+ (+ öioWoa — OiiWa/J + ai9Ct>j8|5)bn+a 

— 2ax4fla|3bÄ + 2a^^Sia^hß — 2ax5fl|}aba+ 2ax6ß^ab|J 

— axyW«H+ab|j + ax7Cil|j»+a6a — 2ax9Ct>n+aH+abn+a • 

Es wird hiermit 

( dy3 s\rxd^ \ • i i d(p^ cos dA i ^ 

rf^ /a~ ^fV^^ ^'" \ dt )a~ glVcOSXlj/''' 

bekannt. 

Zu den vorstehenden Ausdrttcken sind noch die von 2dRo herrührenden 
Glieder hinzuzufügen. Man erhält sie durch die Formeln: 



/ . d7ta\ 1 (dsinxpA I ,, 



9a 



2 



V dt lo .^2 ^ ^^2« \ C/i /o 2gl COSl//a 2J» COSV/aSm^a 



4 Ja COSI//« tg ^ 



xrr Ö2d/?o , VT ^2dRo 

^■^ OCüax ^^ ÖWax 

_"^T Ö2 5Äo . '^ &2d/?o 

^^ ÖWn+ax ^^ ^^n-ifax 

( d(pj singg V _ I /dqp3_cos^\ _ i ^ 

dt IcTglV^^,^'" \ dt h~ glV^^/''' 

Aus der Ent Wickelung für 2 6Aoergiebt sich, indem wir bei eao und /'«o 
die Glieder fortlassen, die für die allein in Betracht kommende Zahl a = 3 
verschwinden: 
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208 Paul Harzer, 

bao= O 

, /c'CWa(l+nia) / , , SV 

Cao = -\ I — 2 + 2 Woo — 4^aa + ««^n+an+a — —Won+ol ^n+on+a 

, Ä»CWIa(l+ma)/ 1,7 5 ,1 \ 



dao= — 



A'cma(i +mg) / I 



1 1 — — ö>oo + — <Woa — -g-<Wn+an+Ä + Y^o»+«) ^on+o 



, k^cmJi +wJ / I .7 \ 
a| \ a 4 / 

Schliesslich wollen wir aber noch untersuchen, ob sich in den Beobach- 
tungen genügend sichere Anzeigen des Einflusses der kleinen Planeten 
erkennen lassen. Wir legen einer Überschlagsrechnung eine rohe Voraus- 
setzung zu Grunde, die wahrscheinlich dennoch den hauptsächlichsten Theil 
der Wirkung der kleinen Planeten darstellen wird. Wir denken uns nämlich 
nur einen einzigen durch den unteren Index p charakterisirten , fingirten 
Planeten, dessen Masse nip der Summe der Massen der kleinen Planeten 
gleich ist und dessen Bahn ein in der Ekliptik liegender mit dem 'Sonnen- 
schwerpunkt concentrischer Kreis ist. Fttr den Radius Op dieses Kreises 
wird man einen beiläufigen Mittelwerth der grossen Halbaxen der Bahnen 
der kleinen Planeten setzen dttrfen. In dem diesem fingirten Planeten ent- 
sprechenden Zusätze zur StOrungsfunction berttcksichtigen wir selbstverständ- 
lich nur die Glieder zweiten Grades in den Parametern. 

Die Beobachtungen liefern nun nicht die auf die feste Ekliptik und 
das feste Äquinoctium bezogenen Werthe der säcularen Veränderungen, 
sondern die fttr die jedesmalige Lage der Erdbahn und des Äquinoctiums 
in ihr geltenden. Wir wollen die Werthe von ^a, rpay ^a und y«, die auf 
die bewegliche Ekliptik und das bewegliche Äquinoctium bezogen sind, 
mit Jtaj tpaj Oaj ^a uud die allgemeine Präcession mit tp bezeichnen; dann 
ist mit der Bezeichnung des fttnften Paragraphen des theoretischen Theiles 

Tta = 7ta + l[J + T^ — Ta 
rpa= rf)a 

y« = Ysa 

und mit der Vernachlässigung der zweiten und der höheren Potenzen von 9)3, 
die bei Bildung der Differentialquotienten der säcularen Veränderungen in 
Strenge gestattet ist, gelten die Formeln: 
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sin Tl i-^ = sin "^ e'^a ^^^os^ e<h 

2 2 2 2 

COS ^ /-^ = cos 5?^ +5^ sin "^ ^iOa^es) . 

2 2 2 2 

Hieraus ergiebt sich, mit Beibehaltung allein der ersten Potenz von q)^: 

r^ = e„ + ^^'J^i^i^iM 

^ SID q>a 

^3 = ö. + 9.3 — j^^;- 
'^a=g>a'- 93 COS(öa — Ö3) . 

Wir erhalten also durch die Einführung der erlangten Werthe 
sinöj dcp3CosÖ3 

n~ = " dt ^^ 



dr~ 



die Relationen: 



sin xpa -fY = sin V« -jf + sin V'« "^ + sin t//« tg 5^ (a cosö« — ß sin ÖJ 

dl//« _ dipa 
dt ~ df 

. — dda , dda . . dlp f n o • n \ 

Sin (jPa -T— = sin g)a --rr- + sin r/)« --jj — cos y « (a cos da — ß sin ö«) 

Die Formeln sind in Bezug auf q)a in allen Potenzen richtig, während 
in den entsprechenden Formeln Le Verriers (II, 183 sqq.) die Quadrate von 
q>a vernachlässigt worden sind. Es ist noch hinzuzufügen, dass die Veränderung 
der scheinbaren Schiefe der Ekliptik o) ttXr t = sich ergiebt durch die 
Formel (II, 172) 

d(o 

Den numerischen Rechnungen legen wir die von Le Verrier bei der 
Gonstruction seiner Planetentafeln benutzten Elemente zu Grunde; wir geben 
sie in der folgenden Zusammenstellung mit dem Nachweise, wo sie zu finden 
sind. 

Harzer, Saculare Veränderungen. 4 4 
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Epoche: 1850 Jan. i.o roittl. Zt. Paris. 
Ekliptik und Äquinoctium der Epoche. 



I 


na 


log sint/ZöH- 10 


Öa 


logsin<jp„-f 10 


Nachweis 


75" 7'i3''93 


9.3130332 


46^33' 8'.'75 


9.0860266 


V, 107, 108 


2 


129 27 14.50 


7.8352662 


75 19 52.30 


8.7722084 


VI, 95, 96 


3 


100 21 41.90 


8.2245606 


unbestimmt 


— CO 


IV, 102 


4 


333 17 53.67 


8.9697007 


48 23 53.10 


8.5091222 


VI, 309,310 


5 


II 54 58.41 


8.6835140 


98 56 17.00 


8.3596049 


xn, 29,33 


6 


90 6 56.74 


8.7487438 


112 20 53.00 


8.6387043 


XII, A. 15,23,37 


7 


170 50 7.10 


8.6659687 


73 13 54.40 


8.1295628 


XIV, A. 10, 13, 61 


8 


45 59 43.10 


7.9525329 


130 6 25.06 


8.4931838 


XIV,A. 10, 16,38 



Ausserdem brauchen wir die Elemente des Sonnenäquators. Wir stellen 
die folgenden, wohl allein '*') in Frage kommenden Bestimmungen, bereits 
auf die Ekliptik und das Äquinoctium der Epoche reducirt, zusammen: 



Autorität 


Öo 


9o 


Gewicht 


Nachweis 


Ladgier 


75?27 


7?i5 


3 


Comptes Rendus 1842 




Böhm 


77.02 


6.94 


I 


Wien, Kais. Akad. Denkschr. Bd. III, 1852 




Carrikgton 


7342 


7.29 


6 


Observations of spots of tho Sun, 1863 




Spörer 


74.37 


6.97 


I 


Beob. d. Sonnenflecke in Anclaxn. Publ. d. Astr. Ges. XIII, 


1874 


WiLSING 


75-33 


7.16 


I 


Astr. Nachr. Bd. 107, Nr. 2562, 1884 





Mit Rücksicht auf die einigermassen dem verwendeten Materiale und 
den zu dessen Erlangung benutzten Mitteln entsprechend gewählten Gewichte, 
die in der Tabelle mit aufgeführt worden sind, sind diese Werthe zu dem 
Mittel 

öo = 74?42 1 sin q>o — 9-0973456 

vereinigt worden. Schliesslich nehmen wir vorläufig den Werth 

logc = 1.946322 
und für den die kleinen Planeten ersetzenden fingirten Planeten die Werthe: 

I 



?w« = 



2043000 



log Afp = 0.430000 



an. Die auf ihn bezüglichen Rechnungen sind nur mit einer Genauigkeit 
von 3 Decimalen ausgeführt worden. 



*) Die Resultate des Herrn Hirayaha, die mir nur durch das Referat in »The Ob- 
servatory« No. 168, 1890 bekannt sind, konnten leider, da nach diesem Referate ihre 
Zuverlässigkeit zweifelhaft ist, nicht berücksichtigt werden, was wegen des grossen ver- 
arbeiteten Materials (Spörers Beobachtungen von 1861 bis 1884) sehr zu bedauern ist. 
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Die angegebenen Zahlen liefern die Werthe: 



X 


l0gQ;j4- lO 


logbx + 10 


o 


8.5263979 


9.08108961» 


I 


8.7249374 


9.3005530»» 


2 


7.6383562»» 


7.7229619»» 


3 


7.4795 II 9« 


8.21 74351« 


4 


8.921 1998 


8.6227558 


5 


8.6741794 


7.998521 1»» 


6 


6.0543545 ♦» 


8.7489138»» 


7 


8.6605058»» 


7.8682272»» 


8 


7.7943453 


7.8094369»» 


9 


8.9195415 


8.9430874»-' 


lO 


8.1759"! 


8.7580024»» 


II 


— 00 


— 00 


12 


8.3303666 


8.3820019»» 


13 


7.5507377 H 


8.3540742« 


14 


8.2i85i39n 


8.6o45559n 


15 


7.5894862 


8.1104688»» 


i6 


8.3022594»* 


8.3767999« 



Die auf den fingirlen Planeten bezüglichen Werthe Op, ip, 0,»+^ und b„+p 
sind Null. 

In den folgenden Tabellen stellen wir nun die Werthe der für die 
Berechnung der säcularen Veränderungen für 1850.0 nölhigen Grössen 
zusammen. Zu den Logarithmen der Waa^- s.w. ist 10, zu denen der a« 
20 und zu denen der Oa/? u. s. w. wiederum 20 addirt worden ; die Loga- 

— — u. s. w. sind die um 10 vergrösserten der in 



rithmen der Facloren 

4?;tg^ 

Bogensecunden ausgedrückten Grössen. Bei den Werthen für aaß u. s. w. 
sind die auf die Glieder zweiten und vierten Grades in den Parametern 
fallenden Betrage zuerst, um die relative Bedeutung beider zu zeigen, 
getrennt und sodann vereinigt angegeben worden. 







»OgWoo 


8.1 94691 














a 


I 


' 


3 


4 


log «o»»+a 


8.426987 
8.150255 


8. 1707 14 
6.371753« 


- 


- 00 

- 00 


7.860182 
7.548805 



u* 
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aß 


12 


13 


.4 


15 


16 


17 


18 


log (üaa 


8.630731 


8.630731 


8.630731 


8.630731 


8.630731 


8.630731 


8.630731 


(Oaß 


7.217383 


7.797390 


7.898064« 


7.954029 


8.350264 


7.280636« 


7.510224 


(Oßß 


5.670538 


6.449152 


7.940349 


7-367281 


7.497829 


7.332171 


5.905074 


ton+an+a 


8.164297 


8.164297 


8.164297 


8.164297 


8.164297 


8.164297 


8.164297 


a)n+an+(i 


8.098316 


— 00 


7.891 183 


7.528132 


7.6344.20 


7.463628 


6.926623 


(an+ßn+ß 


7.544787 


— 00 


7.01 6461 


6.718760 


7.276931 


6.258678 


6.986455 


(Oan+a 


8.642 161 


8.642I6I 


8.642I6I 


8.642 161 


8.642161 


8.642 161 


8.64216 1 


Ü)o«+j9 


8.388786 


— 00 


8.075572 


7.9371 19 


8.155905 


7.745499 


7.868361 


(Oßn+a 


6.310375 


7.378960 


7.812935 


7.982 lOI 


7.992199 


7.799987« 


7.335695 


(Oßn+ß 


6.676627 


— 00 


7.189598 


6.059681 


7.654861 


6.218072« 


5-757905 


Xaß 


7.361447» 


7.47081 7 n 


8.577259 


8.250702 


7.778I7I« 


8.280317« 


7.256212 


Xn+an+ß 


7.838103« 


— 00 


6.399356« 


7.641358« 


7.981 681« 


7.I6476I« 


7.873652« 


Xan+a 


8.378156 


8.378156 


8.378156 


8.378156 


8.378156 


8.378156 


8.378156 


Xan+ß 


5.954I9I« 


— 00 


7.777520 


7.581968« 


8.036603« 


6.263710 


8.022915« 


Xßn+a 


7.215105 


7.514657 


8.334533" 


7.821445» 


7.970410 


7.966384 


5.323520« 


Xßn+ß 


6.817325 


— 00 


7.764581« 


7-343463« 


7.2663x8« 


7.092619 


6.744497" 


0aß 


7.745340 


8.164297 


7.895042 


8.069946 


8.085674 


8.074499 


8.167993 


Qaß 


8.287595 


8.642I6I 


8.504724 


8.546756 


8.470566 


8.583243 


8.562104 


Qßa 


6.432291 


7.378960»» 


7.694863« 


7.976877« 


7.724674« 


7.788463 


7.324059« 


Xaß 


8.379789 


8.378156 


8.252742 


8.442572 


8.541155 


8.374806 


8.536918 


Xßa 


6.99315011 


7.514657« 


8.198341 


7-645784 


8.048742« 


7.904036« 


6.727702« 


Waß 


8.630255 


8.627863 


8.531647 


8.606384 


8.597512 


8.608324 


8.629913 


Wn+an-^^ß 


8.045023 


8.164297 


8.132243 


8.148443 


8.I040I2 


8.158866 


8.134459 



aß 


23 


24 25 

1 


26 


27 


28 


log Olaa 


5.670538 


5-670538 


5.670538 


5.670538 


5.670538 


5.670538 


(Haß 


6.302305 


7.067727« 


6.484894« 


6.773627 


6.677635 


5.145436 


ü}ßß 


6.449152 


7.940349 


7.367281 


7.497829 


7.332171 


5.905074 


(On+an+a 


7.544787 


7.544787 


7.544787 


7.544787 


7.544787 


7.544787 


Wn+an+ß 


— 00 


7-531793 


7.394848 


7.6I414I 


7.202471 


7.327660 


(on+ßn+ß 


— 00 


7.01 6461 


6.718760 


7.276931 


6.258678 


6.986455 


(Oan+a 


6.676627 


6.676627 


6.676627 


6.676627 


6.676627 


6.676627 


(Oan+ß 


— 00 


5.836176 


6.430928 


6.755IH 


6.010692 


6.629498 


<Oßn+a 


7.255167 


7.362650 H 


7.407881 


7.807716 


6.721407« 


6.966359 


iOßn+ß 


— 00 


7.189598 


6.059681 


7.654861 


6.218072« 


5.757905 


Xaß 


6.047706 


6.713125 


6.767719 


6.687233 


6.622630« 


6.085999 


Xn+an+ß 


— 00 


7.237704 


7.035361« 


7.49I52I" 


5.766636 


7.478820« 


Xan+a 


6.817325 


6.817325 


6.817325 


6.817325 


6.817325 


6.817325 


Xan+ß 


— 00 


6.639216 


6.201353 


6.2433*8 


6.185344 


4.686258« 


Xßn+a 


6.924442 


8.033947« 


7.708533« 


7.229194 


7.737502 


6.716093« 


Xßn+ß 


— 00 


7.764581« 


7-343463« 


7.266318« 


7.092619 


6.744497« 


^aß 


7-544787 


7.057653 


7.189447 


7.108906 


7.320828 


7.370813 


Qaß 


6.676627 


6.608901 


6.312173 


5-973474« 


6.571050 


5.688780 


iißa 


7.255167« 


7.585717 


7.387951« 


7.280023« 


6.557852 


6.938618« 


Xaß 


6.817325 


6.34421 1 


6.696926 


6.682618 


6.701919 


6.820525 


Xßa 


6.924442« 


7.698762 


7.463302 


7.549183« 


7.625948« 


5.545968« 


Waß 


6.370063» 


7.938009« 


7.358462« 


7.491317« 


7.322601 « 


5.525496« 


Tn+an+ß 


7.544787 


7.392199 


7.474579 


7.207838 


7.521711 


7.404236 
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aß 


34 


35 


36 


37 


38 


logoiaa 


6.449152 


6.449152 


6.449152 


6.449152 


6.449152 


Oiaß 


7.2758811» 


5.642685 


7.267539 


6.715750 


6.243514 


iOßß 


7.940349 


7.367281 


7.497829 


7.332171 


5.905074 


(On+an+a 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


Oin-^-an+fi 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


tOn+fin-{-{i 


7.01 6461 


6.718760 


7.276931 


6.258678 


6.986455 


(Oan+a 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


10an+^ 


6.823532 


6.884852 


7.154497 


6.604323 


6.957473 


(0(tn+a 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


^ßn+ß 


7.189598 


6.059681 


7.654861 


6.218072»» 


5.757905 


Xaß 


7.397767 


7.209086 


6.524630 


7.165967»» 


6.388104 


Xn+an+ß 


— 00 


— 00 


— 00 


— CO 


— 00 


Xan+a 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


Xan+ß 


6.930153 


5.280200 


6.481465»» 


6.313918 


6.714442« 


Xßn+a 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


Xßn+ß 


7.764581»! 


7.343463« 


7.266318»» 


7.092619 


6.744497« 


<Paß 


7.01 6461 


6.718760 


7.276931 


6.258678 


6.98645s 


Üa[i 


6.823532»» 


6.884852»» 


7.154497« 


6.604323»» 


6.957473« 


Qßa 


7.189598 


6.059681 


7.654861 


6.218072»» 


5.757905 


Xaß 


6.930» 53 n 


5.280200 n 


6.481465 


6.313918»» 


6.714442 


X^a 


7.764581« 


7343463» 


7.266318»» 


7.092619 


6.744497« 


Waß 


7.926103»» 


7.3ii396n 


7.457158« 


7.271235»» 


6.303028 


^'n^anJi-ß 


7.016461»* 


6.718760»» 


7.276931»» 


6.258678»» 


6.986455« 



aß 


45 


46 


47 


48 


log Cüaa 


7.940349 


7.940349 


7.940349 


7.940349 


(Haß 


7.847676 


7.674441»» 


7.916621»» 


6.697117 


iHßß 


7.367281 


7.497829 


7.332171 


5.905074 


a)fi+a»t+a 


7.01 6461 


7.01 6461 


7.016461 


7.016461 


W»»+on+/» 


6.971783 


7.090344 


6.896461 


6.461463 


tan-^ßn+ß 


6.718760 


7.276931 


6.258678 


6.986455 


iüan^a 


7.189598 


7.189598 


7.189598 


7.189598 


(Oan+ß 


7.396021»! 


7.787778« 


6.637348». 


7.727840« 


(Oßn+a 


7.398181 


7.431166 


7.204815»» 


6.761416 


(Oßn+ß 


6.059681 


7.654861 


6.218072»» 


5.757905 


Xaß 


7.750116»» 


7.970702»» 


7.416322 


7.203629»* 


Xn-i-an+ß 


7.056296 »t 


7.401201»» 


6.561835»» 


7.297925« 


Xan+a 


7.764581.. 


7.764581« 


7.764581 »t 


7.764581»» 


Xan+ß 


7.540513« 


7.726178»» 


7.393984« 


73597"« 


Xßn+a 


7.267102 ♦» 


7.381298 


7.401678 


5.384254« 


Xßn+ß 


7.343463« 


7.266318»» 


7.092619 


6.744497». 


^Paß 


6.795775 


7.230302 


6.635651 


7.235161 


Qaß 


7.605990 


7.885467 


7.296937 


7.838286 


Qßa 


7.377790« 


7.259676 


7-157559 


6.716047»» 


Xaß 


7.369949« 


6.692102»» 


7.523498« 


7.547291»* 


Xßa 


6.550929« 


7.628632»» 


7.108531»» 


6.725124« 


^aß 


7.805300 


7.745865 


7.81 7431 


7.936326 


^n+an+ß 


6.712076 


6.931 159« 


6.933089 


5.841080 
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aß 


12 


13 


14 


15 


i6 


17 


18 


logax 


9.070317 


8.603105 


6.990224 


8:810645 


7.491357 


5.770045 


5.265275 


aa 


8.878240 


8.279210 


6.488471 


7.778858 


6.195778 


4.171043 


3.471293 


«3 


9.070317 


8.603105 


6.990224 


8.810645 


7.491357 


5.770045 


5265275 


04 


8.486044 


7.5188641. 


6.2798521* 


8.201655»! 


6.887277 n 


5.167489« 


4.663013« 


05 


8.936948 


8.074374 


6.1 16338 


7.285452 


5.694117 


3.666759 


2.966494 


ae 


9.285599 


8.6381x7 


6.929766 


8.690988 


7.367979 


5.645492 


5.140493 


07 


9.020516 


8.126793 


6.069567 


6.773385 


4.922904 


2.593609 


1.698652 


08 


9254503 


8.497944 


6.622045 


7.858379 


6.271857 


4.246037 


3.546072 


09 


9.426890 


8.779277 


7.063909 


8.816853 


7.493195 


5.770499 


5.265460 


Oio 


10.085776 


9.421752 


7.697794 


9.445677 


8.I21712 


6.398920 


5.893862 


flu 


9.891882 


9.097844 


7.196365 


8.413941 


6.826149 


4.799924 


4.099881 


fll2 


9.872237 


9.137269 


7.359541 


9.064619 


7.737640 


6.013885 


5.508640 


0x3 


8.468257 


8.001045 


6.388165 


8.208585 


6.889297 


5.167985 


4.663215 


ai4 


9.47221 1 


8.846212 


7.147048 


8.912529 


7.589738 


5.867318 


5.362333 


0x5 


9.I24I27 


8.335873 


6.438982 


7.660244 


6.0727 II 


4.046569 


3346542 


az6 


8.778271 


7.827462 


5.732025 


6.408074 


4.555718 


2.225829 


1.330755 


ai7 


8.276180 


7.677150 


5.88641 1 


7.176798 


5.593718 


3.568983 


2.869233 


ai8 


9.127853 


8.369485 


6.558479 


8.224243 


6.893964 


5.169140 


4.663686 


ax9 


9.I5IOOO 


8.413644 


6.626255 


8.318065 


6.989944 


5.265820 


4.760501 


aao 


9.213849 


8.524248 


6.782648 


8.517515 


7.192667 


5.469593 


4.964480 



aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


log Ol 


10.693877 


8.756700 


10.433896 


9.106571 


7.382740 


6.877481 


aa 


10.614323 


8.516664 


9.672866 


8.082282 


6.055199 


5.354990 


03 


10.693877 


8.756700 


10.433896 


9.106571 


7.382740 


6.877481 


04 


11.046579 


7.626486 


9.806067 n 


8.497331»» 


6.778939« 


6.274715« 


O5 


11.177180 


8.457104 


9.208413 


7.589287 


5553061 


4.851068 


06 


11.328209 


8.886905 


10.327600 


8.987101 


7.259149 


6.753091 


O7 


H.24515I 


8.534560 


8.951048 


7.084488 


4.750154 


3.854220 


as 


11.357279 


8.818877 


9.764697 


8.161976 


6.13 1080 


5.430132 


ag 


11.443 182 


9.029725 


10.455660 


9. II 2998 


7.384327 


6.878127 


aio 


12.136562 


9.680907 


11.085597 


9.741837 


8.012826 


7.506562 


axi 


12.050693 


9.440006 


10.324725 


8.717601 


6.685298 


5.984075 


0X2 


I2.OI5881 


9437632 


IO.715018 


9.360930 


7.628578 


7.I21661 


0x3 


10.091 81 7 


8.154640 


9.831836 


8.5045 II 


6.780680 


6.275422 


0x4 


II. 462 102 


9.084080 


10.548304 


9.208630 


7.480920 


6.974909 


0x5 


11.276499 


8.674619 


9.570127 


7.963891 


5.931876 


5.230709 


O16 


11.092284 


8.267372 


8.592333 


6.719270 


4.382861 


3.486522 


0x7 


10.012263 


7.914604 


9.070806 


7.480222 


5.453139 


4.752930 


OiS 


11.274638 


8.685914 


9.885524 


8.520715 


6.784709 


6.277065 


0x9 


11.281707 


8.716742 


9.972214 


8.614432 


6.880816 


6.373646 


O20 


11.302249 


S.797934 


10.160540 


8.813719 


7.083729 


6.577273 
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aß 


34 


35 


36 


37 


38 


logai 


9.391586 


10.828788 


9.490975 


7.763908 


7.258024 


aa 


9.277494 


10.207448 


8.607068 


6.576962 


5.876160 


«3 


9.391586 


10.828788 


9490975 


7.763908 


7.258024 


«4 


9.433089 


10.173116» 


8.874865 fi 


7.158500« 


6.65461 1« 


«5 


9.630504 


9.779389 


8.125083 


6.077565 


5.373368 


06 


9.842524 


10.739975 


9376532 


7.641547 


7-134134 


«7 


9.708494 


9.642068 


7.754517 


5.413708 


4.516525 


as 


9.858903 


10.315283 


8.691400 


6.653982 


5.951776 


«9 


9.971218 


10.870606 


9.503278 


7.766942 


7.259259 


ßio 


10.650349 


X 1.502027 


10.132534 


8.395542 


7.887735 


an 


10.531694 


10.880942 


9.248722 


7.208622 


6.505892 


a,2 


10.497044 


II. 144399 


9.755628 


8.012297 


7.503243 


«13 


8.789527 


10.226729 


8.888915 


7.161848 


6.655964 


014 


9.998899 


10.959468 


9.597755 


7.863246 


7.355922 


ai5 


9759548 


10.125228 


8.494668 


6.455"3 


5.750489 


ai6 


9.52201 1 


9.291682 


7.391804 


5.047037 


4.149080 


ax7 


8.675434 


9.605388 


8.005008 


5.974902 


5.274100 


ax8 


9757911 


10.327174 


8.919670 


7.169535 


6.659103 


019 


9.769434 


10.405768 


9.010601 


7.264918 


6.755387 


ajo 


9.802275 


10.580878 


9.205595 


7.466738 


6.958567 



aß 


45 


46 


47 


48 


log Ol 


10.251075 


8.882798 


7.146642 


6.639020 


02 


9.809849 


8.180986 


6.142395 


5.439980 


«3 


10.251075 


8.882798 


7.146642 


6.639020 


«4 


9.485818 M 


8.245847« 


6.53668711 


6.033797« 


fls 


9-479999 


7.729203 


5.650573 


4.940271 


06 


10.213251 


8.782502 


7.027704 


6.516519 


fl? 


9.472727 


7.524149 


5.165156 


4.264496 


08 


9.963802 


8.278323 


6.222579 


5.516871 


ag 


10.349674 


8.91 1482 


7.153693 


6.641889 


flio 


10.985563 


9.541925 


7.782575 


7.270479 


an 


10.544653 


8.840310 


6.778385 


6.071462 


ax3 


10.661512 


9.175884 


7.402095 


6.887120 


0x3 


9.649014 


8.280738 


6.544582 


6.036960 


«14 


10.428574 


'9.002804 


7.249201 


6.738227 


öiS 


9.786050 


8.085320 


6.024640 


5.3*7964 


ai6 


9.144896 


7.168330 


4.800206 


3.897754 


ai7 


9.207789 


7.578926 


5.540335 


4.837920 


ai8 


9.870785 


8.350832 


6.562342 


6.044233 


aig 


9-93 H93 


8.434599 


6.655758 


6.139698 


Oao 


10.074935 


8.618227 


6.854583 


6.341642 



Hierzu treten die Werthe der a^= a^, für die Einwirkung des fingirten 
Planeten, die wir sogleich für alle Planeten anführen: 



aß 


logai 


aß 


logo. 


aß 


loga, 


aß 


log Ol 


ip 
2p 


6.392 
8.047 


3P 
4P 


8.488 
8.064 


SP 
6p 


II. 108 
9.547 


7P 
8p 


7.816 
7-3" 
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a? 


loga«/? 


Jog6a/J 


lO 

11 

12 

13 

14 
ip 

^5 
i6 

17 
i8 


17.038864 4-15-93950 =17-072107 

— 00 4- — 00 = — 00 
17.996658 4- 16.27103»= 17.988411 
17-519478 4- 16.02160»» = 17.505453 
15-934461 4- 13-86473« = 15-930746 
15.324 = 15.324 
17.738136 4- i6.29730n = 17.722x06 
16.417316 4- 15.09220» = 16.396271 
14.702050 4- 13.16645»» = 14.689209 
14.196772 4- 12.881 i8n = 14.175249 


— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- —00 = — 00 

16.239687 4- 16.45270 = X6.660I53 
15. 750027 4-16.X5I53 =16.296642 
15.065730» 4- 14-09863 = 15.016158» 

— 00 4- — 00 = — 00 

16.029560» 4- 16.20185 = 15.717025 
13-973949 + 14.89862 = 14.947427 
12.451360 4-13-12575 =13.209127 
10.727505 »l 4- 12.76227 = 12.758245 


20 
21 
22 
23 

24 

2P 

25 
26 

27 
28 


14.332978 4- 1 1.98383 n = 14.33x030 

16.055446»» 4- 14-35307« = 16.063980»» 

— 00 4- — 00 = — 00 

16.559279»» 4- 15.13469 = 16.542626»» 
15.641020 4-14.12388 =15.654025 
14.019 = 14.019 
16.600068 4- 14.06879» = 16.598788 
14.680770 4- 12.25078»» = 14.679153 
13235652 4- 10.61742»» = 13.234605 
12.847099 4- X 0.86684 ♦» = 12.842530 


— 00 4- —00 = — 00 

16.239687« 4- 15.04770»» = 16.266739« 

— 00 4- — 00 = — 00 

16.662029« 4- 15.2x954 = 16.64606X »» 
15.229789»» 4- X3.58889»» = 15.239606»» 

— 00 4- —00 = — 00 

16.440585 »»4- 13.15378 = 16.440361»» 
14.769515»» 4- 12.68488»» = 14.773074« 
12.677829 4- 10.99308 = 12.686713 
11.440989»» 4- 9.83381 =11.430124»» 


30 
31 
32 

33 
34 
3P 
35 
36 
37 
38 


14.788376 4- i3-i4863n = 14.778305 
15.985568»» 4- 14.38376 = 15.974566»» 
17.29x094 4- 15-85725« = 17-274799 

— 00 4- — 00 = — 00 
16.695642 4-15-41739 =16.717944 
15.238 = 15.238 
17-570785 4-15-19086 =17-572592 
15.997046 4-13-85344 =16.000155 
14.487188 4-11.96371 =14-488487 
14.002556 4- 10.32793»» — 14.002464 


— 00 4- — 00 = — 00 
15.750027»» 4- 14-51324«= 15-774501» 
16.662029 4- 15.31923« — 16.641844 

— 00 4- — 00 = — 00 
16.675261 »4- 15.45419«= 16.700611»* 

— 00 4- — 00 = — 00 
17-416534« -1- 14-97175«= 17.418091« 
15.131698» 4- 13.38693«== 15-139445« 
13.742929 4-11.56783 =13.745821 
12.264264« 4- 11.31378«= 12.310399« 


40 
41 
42 
43 
44 
4P 
45 
46 

47 

48 


14.744914 + 12.40334 = 14.746887 
15.289599 4- 14-16404 =15-320964 
17.014517 4- 15.50891 = 17.027867 
17.667696 4- X6.48063 = 17-695047 
— 00 4- — 00 = — 00 
16.305 = 16.305 
18.423789 4- 15.96187»» = 18.422287 
17.146959 4-14.68784 =17-148465 
15.407918 4- 12.55607»» = 15-407307 
14.879614 4- 12.55909» = 14.877533 


— 00 4- — 00 =• — 00 
15.065730 4- 13.80002 = 15.088668 
15.229789 4- 14.14456 = 15.264089 
16.675261 4- 15-42390 = 16.698949 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- — 00 = — 00 
17-559965 + 15-43677« = 17.556682 
16.151688 4-13.65124 =16.153058 
13.558717« 4- 12.45098»= 13591348» 
12.643609 4- 12.42493«= 12.240866 
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aß 


logCa/J 


logda^ 


lO 

11 

12 

»3 
»4 
IP 
»5 
i6 

17 
i8 


15.499269»» 4- 14.71965« =s 15.566006»» 

— 00 4- — 00 = — 00 

17.291880»» 4- 16.54932»» = 17.364094»» 
17.068432»» 4- 15.59125»» = 17.082703»» 
»5.320893»» 4- 14.23014« = 15.354776" 
»4.857 » =14.857 " 
17.222641 »» 4- 15.80291»» = 17.238856«» 
15.887326»» 4- 14.66126»» = 15.912394»» 
14.189803»» 4- 12.68023»! = 14.203034« 
»3.7»7854" 4- 12.35978« = 13.736490« 


»6.257358»» 4- 15.10978»» = 16.287225»» 

— 00 4-— 00 = — 00 

16.908420»» 4- 16.78275»»= 17.151144»» 

— 00 4- 16.14142»»= 16.141419« 
»3.389580« 4- 14.39492« = 14.435832« 

— 00 4- — 00 = —00 
16.452003»» 4- 16.27325« = 16.672790» 
»5-473038« 4- »502504« = 15.605442« 
12.934806« 4- 13.17520»» = 13.372455»» 
13.138927« 4- 12.80513»! = 13.304369»» 


20 
21 
22 
23 
24 
2p 

25 
26 

27 
28 


16.253717 4-13.64034 =16.254773 
16.812959 4- 14.2201 1 =16.814067 

— 00 4- — 00 = —00 
»8.539694« 4- »6.93671 = 18.528722»» 
16.314104»» 4- 14.90502»» = 16.330714»» 

15.893 " =»5.893 " 
18.089930« 4- 15.63283« = 18.091443»» 
16.568784»» 4- 14.04443« = 16.570081 »» 
15.116552»» 4- 12.48607»»= 15.117568»» 
»4.566357" 4- »».53538 =14-565952« 


»4.733»63 + 12.13623»» = 14.732063 
16.908420 4- 16.52368 = 17.058362 

— 00 4- —00 = — 00 

— 00 4- 14.63 121 = 14.63 »206 
15.994404 4-14.34797 =16.004098 

— 00 4- — 00 = — 00 

17.469257« 4- 14-98943« = »7.470693« 
16.598092»» -\- 14.21740»! = 16.599896« 
»3.»49376 4- »0.92831« = i3.»46758 
»4-35630» " 4- »1.49676 = »4.355700»» 


30 

3» 
32 
33 
34 
3P 
35 
36 
37 
38 


— 00 4- —00 = —00 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- — 00 = —00 

— 00 4- — CO = — 00 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- —00 = — 00 

— 00 4- — 00 = —00 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4-— 00 = — 00 

— 00 4" — 00 = — 03 


— 00 4- — 00 = —00 

— 00 4-— 00 = — 00 

— 00 4- —00 = — 00 

— 00 -\- — CD = — CO 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- — 00 = —00 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 4- —00 = — 00 

— 00 4" — ^^ ^^ — ^ 


40 
41 
42 
43 
44 
4P 
45 
46 
47 
48 


14.217037 4-12.30532 =14.222326 
14.746585 4- »3.57449 =»4-774865 
15.878981 4-14.54465 =15.898641 
16.709077»» 4- 15.8532»« = »6.765737»» 

— 00 4- — 00 = — 00 
15.381 »i = »5.38» « 
17.308043« 4- 15.82951»» = 17.322238« 
15.810177»» 4- 14.16332»» = 15.819861»! 
14.257023« 4- »2.86913»! = 14.274447«» 
13.891359»» 4- 12.26728»! = 13.901559»» 


14.052340»» 4- 12.06939»» = 14.056834« 
»3.389580 4-»3-8»723 =»3-955073 
»5-994404» 4- 14-50990W = 16.008408« 

— 00 4- 14.28264 = 14.282638 

— 00 4- — 00 = — 00 

— 00 = — 00 

»7.30737» "4- »5.3352» = i7.3027»6« 
16.283999»» 4- 13-43538 = 16.283383« 
13.708477»» 4- 12.32203 = 13.690263»» 
»3-936945" 4- »2.09445 = »3-930658»» 



aß 


loge„^ 


log/"«/? 


30 


16.564592 4- 14.43004»! = 16.561394 


17.119284»» 4- 1498474 = i7-»»6o86»» 


3» 


17.522646 4- 16.68746 = 17.581889 


17.546192»» 4- 16.50761 = i7.5o45»7" 


32 


18.869788 4- 17.28286»» = 18.858398 


19.451879« 4- »7-85479 = »9.440755« 


33 


— 00 4- — 00 = — 00 


— 00 4- — 00 = — 00 


34 


»7.721953 4- »6.84724 =»7.776352 


»7-773588« 4- »6.9»977"= 17.830499" 


3P 


— 00 4- —00 = —00 


— 00 4- — 00 = — 00 


35 


»8-379526« 4- »5.»4487 = »8.379273« 


19.182862»» 4- 16.82286« = 19.184754»» 


36 


17.709489« 4- »5.33099«= »7.7»»302« 


18.095531« 4- »5.68550» = 18.097217» 


37 


»5-353394 4-i3.o52»2 =15.355559 


»5.874377« 4- 13-4»442» = 15.875880» 


38 


15.560283»» 4- 12.08973« = 15.560430« 


15.634824» 4- 12.56631 = 15.634453» 
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log- 



\pa 



49I tg 



29l\^^a 



4^aC0Sl/;^tg^ 






2(7^ cos 1//^ sin 9P^ 



11.775714 



11.770999 



12.015141 



9.889409 



12.016763 



12-053538 



12.053533 



11.116230 



8.360378 



11.1x6611 



11.495 102 



11.495072 



n. 6435 79 



11.642629 



12.106889 



8.824329 



12.107002 



log 



= 10.020754. 



Aus diesen Werthen ergiebt sich das folgende Resultat, bei dem die 
von der allgemeinen Präcession herrtlhrenden Glieder weggelassen worden sind: 



We 


rthe in Bezug auf die feste Ekliptik. 


Reduction 


auf die 1 


bewegliche 


Ekliptik. 


ß 


H-^-r), 


/dsini/za 
\ dt Iß 


h'^''lt)ß 


ldq)a\ 
\dt Jß 


(«fsinv«^;;^ 




{''""^'äX 


m 





4-o'.'o70440 


o''oooooo 


— o''oo38i2 


a = 
— o'.'o2oi37 


= I 

+o'.'ooooi6 


o''oooooo 


— o''ooi248 


+o'.'ooo665 


I 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


+0.000066 


0.000000 


—0.005149 


—0.000603 


2 


+0.580931 


+0.026987 


—0.239461 


— 0.146846 


+0.003298 


0.000000 


—0.260220 


+0.144056 


3 


+0.191059 


+0.011685 


—ö. 125 269 


—0.014241 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


4 


+0.005087 


—0.000613 


—0.002344 


— 0.000292 


+0.0001 19 


0.000000 


—0.009394 


+0.000333 


V 


+0.001260 


0.000000 


— 0.000740 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


5 


+0.314645 


+0.003076 


-0.179472 


—0.048887 


+0.001249 


0.000000 


-0.098517 


+0.1 28621 


6 


+0.014859 


+0.000523 


—0.008463 


—0.004183 


+0.000073 


0.000000 


—0.005772 


+0.012940 


7 


+0.000292 


+0.000010 


— 0.000165 


—0.000025 


+0.000001 


0.000000 


—0.000073 


+0.000037 


8 


+0.000089 


+0.000003 


—0.000056 


—0.00002 1 


0.000000 


0.000000 


—0.000007 


+0.000059 


— 


+1. 178662 


+0.041671 


-0.559782 


—0.234632 


+0.004822 


0.000000 


— 0.380380 


+0.286108 





+0.000242 


0.000000 


+0.002350 


a = 

+0.000071 


- 2 

0.000000 


0.000000 


—0.001420 


— 0.000023 


X 


—O.Ol 3 107 


—0.020907 


+0.008517 


+0.014957 


+0.000001 


0.000000 


— 0.004250 


—0.003026 


2 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


+0.000061 


0.000000 


—0.298621 


+0.000045 


3 


—0.039461 


—0.050074 


—0.441522 


+0.000046 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


4 


+0.005 'oo 


—0.001964 


—0.002799 


+0.001320 


+0.000001 


0.000000 


—0.008440 


—0.004265 


P 


+0.000120 


0.000000 


—0.001020 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


5 


+0.044908 


—0.031 183 


— O.I6I3I4 


— 0^038670 


+0.000030 


0.000000 


—0.148658 


+0.064949 


6 


+0.000540 


— 0.000671 


—0.004856 


—0.005206 


+0.000003 


0.000000 


— 0.011307 


+0.008543 


7 


+0.000019 


+0.000005 


—0.000171 


+0.000002 


0.000000 


0.000000 


—0.000082 


—0.000003 


8 


+0.000008 


0.000000 


—0.000048 


—0.000030 


0.000000 


0.000000 


—0.000034 


+0.00004S 




—0.001631 


—0.104794 —0.600863 


—0.027510 


+0.000096 


0.000000 


—0472812 


+0.066268 
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Werthe in Bezug auf die feste Ekliptik. Reduction auf die bewegliche Ekliptik. 



ß 




[dsintpa 
\ dt Iß 


h'^'% 


ld(pa\ 

\ dt jß 


/ .. . . d7ta\ 


\ dt jß 


/. . dda\ 


\ dt Iß 





-ho. '000188 


o'.'oooooo 




a = 


= 3 

0. '000000 


o'.'oooooo 






I 


—0.002949 


—0.001860 






0.000000 


0.000000 






2 


4-0.058871 


4-0.013706 






0.000000 


0.000000 






^ 


0.000000 


0.000000 






0.000000 


0.000000 






4 


-+-0.016332 


—0.0x5692 






0.000000 


0.000000 






p 


4-0.000540 


0.000000 






0.000000 


0.000000 






5 


4-0.1 16867 


—0.081877 






0.000000 


0.000000 






6 


4-0.003128 


— 0.000431 






0.000000 


0.000000 






•7 
1 


4-0.000096 


4-0.000017 






0.000000 


0.000000 






8 


-f-o.oooo3x 


— O.OOOOOI 






0.000000 


0.000000 






— 


4-0.193104 


—0.086138 






0.000000 


0.000000 









4-0.060246 


0.000000 


4-o'!ooo2i3 


— o'.'oooi46 


- 4 

4-0.000002 


0.000000 


— o''ooi278 


4-o''ooo624 


I 


4-0.000922 


4-0.000539 


4-0.000762 


4-0.0001 16 


4-0.000008 


0.000000 


—0.005163 


— 0.000770 


2 


4-0.046930 


4-0.000807 


4-0.010128 


—0.013043 


4-0.000402 


0.000000 


—0.266540 


-1-0.135538 


3 


4-0.218085 


4-0.021957 


—0.074581 


4-0.000278 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


4 


o.oooooo 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


4-0.000014 


0.000000 


—0.009465 


-1-0.000027 


P 


4-0.008890 


0.000000 


— 0.003080 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


5 


4-1. 163768 


4-0.158238 


—0.268613 


—0.256633 


-I-0.000156 


0.000000 


—0.103295 


4-0.125356 


6 


4-0.061950 


4-0.006247 


—0.008448 


—0.024560 


4-0.000010 


0.000000 


—0.006226 


4-0.012747 


7 


4-0.001 124 


—0.000017 


—0.000241 


— 0.000063 


0.000000 


0.000000 


— 0.000075 


4-0.000034 


8 


4-0.000332 


4-0.000001 


—0.000102 


—0.000109 


0.000000 


0.000000 


—0.000009 


4-0.000059 




4-1.502247 


4-0.187772 


—0.343962 


—0.294160 


4-0.000592 


0.000000 


-0.392051 


4-0.273615 



ß 


lda}\ 
dt Iß 




I 
2 
3 


— o''ooi37o 

-0.003352 

—0.289407 

0.000000 


4 
P 

l 

7 
8 


— 0.007100 
0.000000 
—0.1605x2 
— 0.013121 
—0.000079 
—0.000045 


—0.474986 



Wir erwähneu, dass die dem Index Null entsprechenden Werthe, die 
wir auf p. 71 mitgetheilt haben, wegen veränderter Werthe der Constanten 
Cj Oo, (Po um ganz unbedeutende Beträge von den hier erlangten abweichen. 

Dem theoretisch berechneten Werthe der Veränderung des Perihels der 
Erdbahn haben wir die Correction hinzuzufügen, die das für den Schwer- 
punkt des Systems Erde -j- Mond gültige Resultat auf den Schwerpunkt der 
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Erde allein überträgt*); wir nehmen für diese Correclion mit Herrn New- 
coMB**) den Werth: _ 

sin 1/^3 --ry = + 0.001290 

an. 

Es seien nun i + f/o, i + Ma, i + f/^ die Factoren, mit denen die 
vorläufig angenommenen Werthe von c, der Planetenmassen und der Masse 
des fingirten Planeten zu multipliciren sind, um die wahren zu erhalten. 
Dann gelten zur Bestimmung der ^ die folgenden Gleichungen, in denen 
die ^a für a > 3 wegen der genügend sicheren Werthe, die wir angenom- 
men haben, als verschwindend klein, weggelassen worden sind. Links vom 
zweiten Gleichheitszeichen stehen die theoretisch berechneten, rechts die von 
Herrn Nkwcomb***) aus den Beobachtungen abgeleiteten Werthe mit ihren 
wahrscheinlichen Fehlern €. Als Einheit wählen wir die Zehntausendstel- 
Secunde. Am Schlüsse sind die ganzen Zahlen angegeben, die wir den 
wahrscheinlichen Fehlern einigermassen entsprechend bei den Ausgleichungs- 
rechnungen für Vp, die Quadratwurzeln aus den Gewichten, angenommen haben. 



sini//x 



i//,-T-^=+ii835 + 705iMo+ i/i/,+5842^,+ i9iiiii3+i3/<p=+ii824=b27 Vp=2 



dt 



-^l=+ 417+ o + o + 270 + 117 + o =+ 336 

— 51 —4997 —1253 — 7 =— 9189 

— 6 — 28 — 142 + o =+ 714 

— 131 + I — 395 + I =+ 29 
— 209 + o — 501 +0 = — 946 

sm9P2-^= — 10737+ 9+43 —2986 —4415 —10 = — 10544 

'^-^^=+ 388+ 0+119+ 0+ 0+0 =+ 387 20 





9402— 51 


dt ' 


515—195 




15+ 2 


dsin^a 


1048+ 



34 


2 


30 


2 


54 


I 


13 


5 


13 


5 


6 


12 



*) IV, 46; der von Herrn Newcomb gebrauchte Ausdruck, dass diese Correction von 
der »Nonsphericity of tbe System Earth + Moon« herrühre, beruht auf einem Irrthume. 
*♦) 1. c. p. 107. __ 

*♦*) 1. c. p. 109 u. 110; für singpa-j^ ist der p. 162 angegebene Werlh angenommen 

worden; auf die nachträgliche, auf p. 179 angeführte, unbedeutende Correction von 

4-o''oo2o für den Werth von sint/zx-^^ haben wir desshalb keine Rücksicht genommen, 

weil einerseits dem Anscheine nach bei dieser Correction in der Bewegung des Perihels 
der Einfiuss der Meridianbeobachtungen ganz beseitigt worden ist und zwar ohne ent- 
sprechende Änderung in der Bewegung der Excentricität und andererseits die Resultate 
einer nur vorläufigen Discussion der Mercurvorübergänge von 1891 und 1894 hinzu- 
gezogen worden sind. 
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sin^3"777=+ 1944+ 2iMo— 29|U,+ 589^'«+ Of4^+ 5/^1»=+ i948± S Vp=S 



dsmtp^ 



dt 

= — 861+ o — 19 + 137 + 0+0 =— 855 6 II 



dt 
-^=— 4750— 14 — 34 —2894 + 0+0 =— 4711 16 4 

sin V/4-^=+ 15028+ 2 + 9+473 +2181 +89 = + 14955 24 3 



-?^^=+ 1878+ 0+5+ 8+220+0 =+ 1900 18 



4 



sin^^-^=— 7360— II — 44 —2564 — 746 —31 =— 7260 13 5 

-^=— 205+ 5 — 7 +1225 + 3+0 =— 226 13 5 

Die folgende ZusammenstelluDg enthält verschiedene Auflösungen dieser 
Gleichungen nach der Methode der kleinsten Quadrate und die bei ihnen 
übrig bleibenden Fehler ^/ im Sinne Theorie — Beobachtung; unter einer 
jeden Auflösung steht die Summe der Fehlerquadrate und ihre Verhältniss- 
zahl q zu der der ersten Auflösung. 

I II III IV V VI VII VIII IX 

__j+o.2ii7 +0.2518 +0.2581 +0.2709 +0.2102 +0.2519 +0.2606 +0.2164 — i.oooo 
°"~(ibo.*o662 ±0,0598 ±0.0581 ±0.0670 ±0.0789 ±0.0706 ±0.0693 ±0.0854 

^j— 0.3483 —0.3356 —0.3947 —0.5154 —0.3316 —0.3182 —0.4029 —0.5154 —0.2975 
' (±0.0600 ±0.0591 ±0.0713 ±0.0697 ±0.2234 

_| — 0.0199 — 0.0253 — 0.0259 — 0.0271 — 0.0174 — 0.0232 — 0.0239 — 0.0173 +0.0217 
''"'(±0.0045 ±0.0023 ±0.0022 ±0.0026 ±0.0052 ±0.0024 ±0.0023 ±0.0057 ±0.0143 

___(— 0.0333 — 0.0283 — 0.0283 —0.0283 — 0.0318 — 0.0267 — 0.0267 — 0.0333 — 0.0589 
^""{±0.0035 ±0.0041 ±0.0044 ±0.0117 

__i+Q.oo58 — 0.0325 — O.Ol 31 +0.0264 — 1,0000 — 1.0000 — I.oooo — i.oooo — i.oooo 
^—(±0.2891 ±0.2860 ±0.2788 ±0.3214 



__ I II III IV V VI VII VIII IX 

^sini//, -r -^= — 19 — 14 — 13 — 10 — 16 — II — 9 — 14 — 693 

^ ^rf) = + 72 + 71 + 70 + 70 + 72 + 71 + 71 + 72 +80 

Jsmq)^-^^ = — 64 — 45 — 40 — 29 — 72 — 52 — 45 — 62 —173 

^-^-= —233 —241 —242 —244 —233 —242 —243 —233 + 6 
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I n III IV V VI VII . VIII IX 

Js\nip:,--jy= + 14 + II + 18 + 34 + 10 + 7 + 18 + 35 +14 



J 



dt 
ds'inip, 



-j^= — 13 — 18 — 5 + 19 — 17 — 22 — 4 + 22 — 10 

. . -dO, 

Jsmcp^-^^ = — 4 — 5 — 7 — 3 — 7 — 9 — 4 -10 

^~y = — 40 — 39 — 46 — 60 — 38 — 37 — 47 — 60 — 34 

^«'nV'3-^/= — 5 — 9 — 7 — 4 — 9— 13— II— 4 +10 



^dsmxp^ 

dt —2 — 3 — 2 — 2 — 3 — 2 + 1 + 

dw 
^j^= + 27+42+46+53+20+35+40+25 — 



3 



Js\nifj^-j^= — u — 6 — 5 — 3 — 96 — 88 — 89 — loi —139 

ds'inip^ 
J-j~^= — 31 — 30 — 30 — 31 — 31 — 30 — 30 — 32 - 36 

Js\nlp^-j^= — II — I + 2 + 9 + 12 + 22 + 27 + 20 — 57 

^~J~= — 6 — 7 — 7 + 3 + 4 — 4 + 4+45 

^^^«=150711 164684 171496 227899 235834 251214 265110 301369 2528001 
q= i.ooo 1.093 1.138 1.512 1.565 1.667 1-759 2.000 16.774 

3j)6^ = 65667 
q= 0.436 

Die Auflösung I ist unbeschränkt; sie entspricht dem absoluten Minimum 
der Fehlerquadrate, das die Beobachtungen und unsere Hypothesen zulassen. 
Ist mg, wie bisher, die Summe der Erdmasse und der Mondmasse, die wir 

mit Herrn Newcosib zu r der Erdmasse annehmen, so besteht fttr die 

81.45 ' 

Sonnenparallaxe TT die Gleichung*): 

3s 

TT = (2.783225))/ mg. 

Dem durch den Factor i +^113= 0.9667 dz 0.0035 verbesserten Werthe 
von mg gehört hiernach der Werth: 

(a) TT = 8'.'78oi ± o'.'oio2 



♦) S. Newcomb, 1. c. p. 194. 
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zu. Herr Newcomb*) stellt die Werthe der Sonoenparallaxe , die durch die 
verschiedenen Methoden: durch Messen der parallaktischen Verschiebung der 
Venus, des Mars und der kleinen Planeten, durch Bestimmung der Aberrations- 
constanten, aus der parallaktischen Ungleichheit des Mondes und aus der 
Mondgleichung der Erde erlangt worden sind, zusammen und entscheidet 
sich, die zwischen 8.780 und 8.857 Hegenden Einzelwerthe zu dem Mittel: 

(b) TT = 8''7965 ± o''oo30 

zu vereinigen. Dabei ist auf das Resultat, das die Discussion der sücularen 
Veränderungen der Bahnen der vier inneren Planeten ergiebt, keine Rück- 
sicht genommen worden. Herr Newcomb findet durch völlige Beiseitelassung 
der Veränderungen aller Perihelien den Werth: 

7t = 8'/759 ± o'.'oo7 

und aus der Veränderung des Knotens der Venusbahn allein den Werth: 

TT = 87768 ibo':oo6. 

Unser Werth (a) ist merkbar derselbe, wie der niedrigste der in (b) 
vereinigten Werthe; die beiden Werthe (a) und (b) berühren sich aber fast 
mit den durch die wahrscheinlichen Fehler bestimmten Grenzen. In der 
vollständigen Überzeugung, dass der früher — vor vier Jahren — von uns 
angenommene Werth tc = 8'.'88o beträchtlich zu gross ist und dass der 
wahre Werth sich nur unbeträchtlich von dem Werthe (b) unterscheiden 
könne, haben wir die, als mit einander vereinbar zu betrachtenden, Werthe 
(a) und (b) ihren wahrscheinlichen Fehlern entsprechend zu dem Werthe 

(c) TC = 8''7952 ± o'.'oo29 

verschmolzen, den wir benutzen, um die Verbesserung des Werthes von m^ 
als Unbekannte zu beseitigen, indem wir den (c) entsprechenden Werth 

jMg = — 0.0283 

annehmen. 

Die Auflösung II zeigt, dass der geringe Druck, den wir auf m^ aus- 
geübt haben, die Summe der Fehlerquadrate im Verhältnisse q = 1.093 
erhöht hat, was als unbedenklich angesehen werden darf. In der Auf- 
lösung IV ist ausser dem Werthe m^, der dem Werthe (c) der Sonnenparallaxe 
entspricht, noch der Werth jt«, = — 0.5154 angenommen worden, der den 
von Herrn Bagklund durch seine sorgfältige, auf Grund einer Neuberechnung 
aller Störungen ausgeführte, Discussion der sämmtlichen Erscheinungen des 

Enckischen Cometen erlangten Betrag der Mercurmasse, nämlich , 

ergiebt. Der Vergrösserungsfactor g = 1.5 12 ist geringer, als ich von vorn- 
herein erwartete und desshalb scheint es angemessen zu sein, Herrn Bagklunds 
Bestimmung auf den Werth von /u, einwirken zu lassen. Diese Bestimmung 
jedoch mit dem wohl sehr bedeutenden, durch das verwendete Beobachtungs- 
material und die umsichtige Bearbeitung bedingten Gewichte einzuführen. 



♦) I. c. p. 196 sqq. 
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scheint desshalb nicht unbedenklich, weil die Form, in der die Beschleunigung 
der Bewegung des Enckischen Gometen ihre analytische Darstellung findet, 
immer dann drückend auf den aus den Beobachtungen zu bestimmenden 
Werth der Mercurmasse wirken muss, wenn sie nicht der wahren Ursache 
der Beschleunigung entspricht. Die Grosse dieses Druckes kann man einiger- 
massen nach den zwei Resultaten ermessen, die Herr Bagklund aus den 
Erscheinungen von 1819 bis 1858 erlangt hat, indem er das eine Mal den 
Factor der Beschleunigung als constant, das andere Mal, der Enckischen 
Hypothese entsprechend, als variabel annimmt; die beiden Werthe der Mercur- 
masse sind und 7 ; der zweite Werth wird durch die im Verhältr- 

9745000 6507000' 

nisse von etwa 3 : 2 grössere Summe der Fehlerquadrate als der unwahp- 
scheinlichere characterisirt. Da nun die wahre Ursache der Beschleunigung 
— nach Herrn Bagklund die Störung des Gometen an einer oder mehreren 
Stellen der Bahn durch benachbarte Meteorströme — bei dem von ihm, 
unter Annahme eines constanten Factors der Beschleunigung, erlangten Resul- 
tate nicht angenommen worden ist und vorerst in die Rechnungen auch nicht 
eingeführt werden kann, so schien es mir zweckmässig, die Möglichkeit 
eines systematischen Fehlers des von Herrn Bagklund erlangten Werthes der 
Mercurmasse ins Auge zu fassen und dem entsprechend unserem Werthe 
der Mercurmasse nur diejenige Annäherung an Herrn Bagklunds Werth zu 
gestatten, die ihm durch seinen wahrscheinlichen Fehler möglich ist. Wir 
haben deshalb in der Auflösung HI den aus II folgenden Werth 

f^j= — 0.3356 — 0.0591 = — 0.3947 

angenommen und dadurch /Ux als Unbekannte beseitigt; der der Auflösung 
zugehörige Vergrösserungsfactor q = 1.138 kann noch als unbedenklich gelten. 
Bei den Auflösungen V bis YHI ist der Einfluss des fingirten Planeten 
beseitigt; bei V sind die übrigen Unbekannten frei gelassen; bei VI der dem 
Werthe ^ = 878oo der Sonnenparallaxe zugehörige Werth von ^3, bei VIII 
der Herrn Bagklunds Werth der Mercurmasse entsprechende Werth von (i^; 
bei VII aber der Werth von g,i^ aus VI und der, zur Annäherung an Herrn 
Bagklunds Bestimmung, um den wahrscheinlichen Fehler corrigirte Werth 
von /Ux aus V substituirt worden. Die Werthe des Vergrösserungsfactors q 
scheinen mir alle diese Annahmen als unzulässig zu bezeichnen. Beseitigt 
man gar auch noch den Einfluss der Unterschiede der HaupttrSIgheits- 
momente der Sonne mit der Corona, so ergiebt sich die Auflösung IX mit 
den sie völlig aus dem Bereiche aller Möglichkeit entrückenden Werthen 
von /U3 und von q. Wir entscheiden uns für die Auflösung III, die wir neben 
dem von Herrn Newgohb adoptirten Systeme einer genaueren Betrachtung 
unterziehen wollen. Herr Newgohb fügt, um die Beobachtungen darzustellen, 
den theoretisch berechneten Veränderungen der Perihelien aller Planeten 

einen für alle Planeten gleich grossen Bruchtheil — ihrer mittleren Bewe- 
gungen hinzu, wie dies z. B. der Voraussetzung entsprechen würde, dass 
der Exponent des Anziehungsgesetzes nicht strenge 2, sodann 2 + J wäre. 
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Wir geben in der nachfolgenden Tabelle für die beiden adoplirten Systeme, 
zuerst für das des Herrn Newcomb*), sodann für das unsrige, zuerst die 
theoretischen Resultate für die sSicularen Veränderungen, dahinter zuerst 
die Correctionen — ^/, die an diese Werthe anzubringen sind, um die Beob* 
achtungsergebnisse zu erlangen und sodann hinter den Correctionen die 
Verhältnisse ihrer absoluten Beträge zu den von Herrn Newgomb angegebenen 
wahrscheinlichen Fehlern. 



dsXxwpt 
dt_ 
. - dd, 

d^i 
dt 

._— düt 
"" ~di 



smxf). 



d sin i/;, ■ 
dt_ 

. - de, 

dlp, 
dt 

(/sin 1/^3 . 

dio 
~dt 

dt _ 

. - de. 

d(p^ 
dt 
2pJ^ 



+ 11820 +24 0.9 

+ 423 —87 2.6 

— 9237 4-48 1.6 
+ 676 +38 0.7 

+ 33—4 0-3 

— 987 +41 3-2 

— 10569 +25 4.2 
+ 362 +25 1.2 

+ 1951 — 3 04 

— 859+4 0.7 

— 4684 —27 1.7 
+ 14923 +32 1.3 
+ 1871 +29 1.6 

— 7256 — 4 0.3 

— 229+3 0.2 

218763 



+ 11811 + 13 0.5 

+ 406 — 70 2.1 

— 9229 + 40 1.3 
+ 472 +242 4.5 
+ 47-18 1.4 

— 951 + 5 0.4 

— 10549 + 5 0.8 
+ 341 + 46 2.3 
+ 1941 + 7 0.9 

— 857 + 2 0.3 

— 4665 — 46 2.9 
+ 14950 + 5 0.2 
+ 1870 + 30 1.7 

— 7258 — 2 0.2 

— 233 + 7 0-5 

171496 



*) Herrn Newcombs Werthe sind aus der Zusanomenstellung auf p^iSs, 186 entnommen 

und bei der Berechnung der Correclionen für sein System für sini/zi-rr-^ der Beobachtungs- 

werth -f- i'.'i844 (p. 179), den Herr Newcomb vermuthlich benutzt hat, angesetzt worden, 
während wir bei unseren Ausgleichungsrechnungen den Werth + i''i824 (p. 109) zu Grunde 
gelegt haben. 

Harzer, S&cnlare Ver&udeningen. 45 
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Bei jedem der beiden Systeme kommt eine Verhältnisszahl der Gorreo- 
tionen gegen die wahrscheinlichen Fehler vor, die grosser als 4 und desshalb 
sehr bedenklich ist. Bei Herrn Newgohbs System gehört aber die grosse 
Verhältnisszahl dem sichersten Beobachtungsresultate zu, der Veränderung 
des Knotens der Venusbahn, deren wahrscheinlichen Fehler Herr Newcohb 
fttr so reell erklärt als irgend einen, der in der Astronomie bestimmt werden 
könne; bei unserem Systeme gehört dagegen die grosse Verhältnisszahl dem 
notorisch unsichersten Beobachtungsresultate an, der Veränderung der Neigung 
der Mercurbahn. Die Grösse dieser Zahlen ist bei Herrn Nbwgosbs System 
durch den wohl immer noch zu niedrig, also zu günstig angenommenen 
Werth der Sonnenparallaxe 7t = S'/jqo, bei dem unsrigen aber, wie ein 
Blick über alle Auflösungen, die letzte ausgenommen, zeigt, durch die von 
uns zur Erklärung der Anomalie in der Bewegung des Perihels der Mercur- 
bahn angenommene Hypothese bedingt. 

Die grosse Verhältnisszahl bei —^ giebt Veranlassung, eine Bemerkung 

Ober den von Herrn Newcohb aus den Beobachtungen abgeleiteten Werth 

von -j^ und seinen wahrscheinlichen Fehler hinzuzufügen. 

Durch die vorläufige Discussion der Beobachtungen des Mercurs gelangt 
Herr Newcohb zu dem Besultate '*'), dass Le Vbbbiers theoretischer Werth von 

~^^ der unverbessert in seine Tafeln aufgenommen worden ist, nach den 

Meridianbeobachtungen allein um -f- o'.'oo426, nach dem vereinigten Materiale 
der Meridianbeobachtungen und der Vorübergangsbeobachtungen aber um 
+ o''oioi7 zu corrigiren sei. Der letzte Werth ist es, den Herr Nbwgomb 
seinen weiteren Ausgleichungsrechnungen zu Grunde legt. Beachtet man 
nun, dass die Vorübergangsbeobachtungen die Neigung der Mercurbahn gar 
nicht, oder doch nur mit ganz unmerkbarem Gewichte zu bestimmen gestatten, 
so müssen die übrigen durch die Vorübergänge bestimmbaren Unbekannten 

derart auf die Unbekannte — ^, die eben nur in den aus den Meridian- 

dt 

beobachtungen hervorgehenden Gleichungen vorkommt, gewirkt haben, dass 
der Werth der Correction 27, mal so gross geworden ist, als er sich ohne 
diesen Druck ergeben würde. Dieser Druck wird durch die Addition der 
den beiden Beobachtungssystemen, den Meridianbeobachtungen und den Vor- 
übergangsbeobachtungen, entsprechenden Normalgleichungen ausgeübt; hängt 
aber schon bei dieser Addition das relative Gewicht der beiden Systeme in 
hohem Grade von dem subjectiven Empfinden des Bearbeiters ab, so muss noch 
überdies darauf geachtet werden, dass die Addition der einander entsprechen- 
den Normalgleichungen zweier Systeme überhaupt nur dann den Principien 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung entspricht, wenn die beiden so verschmol- 
zenen Systeme hauptsächlich von zufälligen und nur in untergeordnetem 



♦) l. c. p. 66. 
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Masse von systematischen Fehlem afficirt sind. Da dies bei den Mercur- 
beobachtungen ganz zweifellos nicht der Fall ist, muss es als mindestens 
gleichberechtigt angesehen werden ^ die den beiden Beobachtungssystemen 
zugehörigen Normalgleichungen für sich aufzulösen; wie man dann auch 
die beiden Separatresultate mit einander vereinigen möge, so könnte doch 

für -j^ nur der Werlh angenommen werden^ den die Meridianbeobachtungen 

allein ergeben und nichts spricht dafür, dass der von den Yorübergangs- 
beobachtungen bei der Verschmelzung der Normalgleichungen ausgeübte 

Druck im Werthe von -^ eine Verbesserung bewirke. Der Werth d —^ = 

+ o''oo426 würde die Verhaltnisszahl in unserem Systeme auf 3.7 herab- 
drücken. 

Erscheint so schon der Betrag des aus den Beobachtungen abgeleiteten 

Werthes von -^ anfechtbar, so ist dies wohl noch in weit stärkerem Grade 
dt 

mit seinem wahrscheinlichen Fehler der Fall. Herr Nbwcohb selbst äussert 

sich*) über die Fehler, die er den aus Beobachtungen bestimmten Grössen 

zuschreibt, in solcher Weise, dass er die Möglichkeit einer wesentlichen 

Vergrösserung des wahrscheinlichen Fehlers bei --jj- zugeben wird. Um mir 

über den wahrscheinlichen Fehler, den die Meridianbeobachtungen im Werthe 

von -^ zulassen mögen, eine Vorstellung zu verschaffen, habe ich, da mir 

Ott 

Herrn Newgohbs vollständiges Beobachtungsmaterial nicht zur Verfügung 
steht, die von Lb Vbrrier bei der Construction seiner Tafeln benutzten 
Beobachtungen von 1801 bis 1842 verwendet. Zuerst wurden die sämmtlichen, 
zur Bestimmung der Lage der Mercurbahn dienenden Gleichungen*'^) einmal 
so geschrieben, dass alle Coefficienten von 66^ und einmal so, dass alle 
Coefificienten von dq>x positiv waren. Durch Summation der zwei so erlangten 
Systeme wurden zwei Gleichungen, die öd^ und 6(pi bestimmten, erlangt. 
Es ergaben sich so die Werthe cJö, = + 4'.'o6 und rfy, = — o'.'ii und die 
Summe der absoluten Werthe der übrig bleibenden Fehler wurde ^[^ = 329. 
Sodann wurden die Beobachtungen gefälscht entsprechend der willkürlichen 
Annahme, dass die jährlichen Veränderungen von 0^ und 97z um d!i und cHi 
geringer wären, als in Lb Verbiers Tafeln angenommen ist; die analoge Aus- 
gleichung ergab die Werthe 60^ = + 3','97, dq)^ = + o'/78 und 2[zf] = + 337. 
Die Beobachtungen stimmen also bei dieser Fälschung nicht merkbar schlechter, 
als ohne sie. Die Fälschung im entgegengesetzten Sinne aber erzeugt die 
Werthe dd^ = + 4'.'i4, 8q>i=^ — i'/oo, J[^ =408, also eine merkbare 
Verschlechterung in der Darstellung. Der Sinn der ersten Fälschung stimmt 
im wesentlichsten Elemente cpt mit der von unserer Ausgleichung HI gefor- 



♦) Z. B. p. 84, 85. 
♦♦) V, 89 sqq. 

45» 



Digitized by 



Google 



228 Paul Harzer, 

derten Gorreclion UbereiD, der Betrag ist aber acht Mal so gross und dennoch 
tritt keine merkbare Verschlechterung in der Darstellung der Beobachtungen ein. 
Herr Newcour hat durch Hinzuziehung der neueren gewiss besseren 
Meridianbeobachtungen des Mercur bei der Discussion ein merkbar gewich- 
tigeres Material zur Verfügung gehabt und es ist nicht zu bezweifeln, dass 

dieses Material die Grenzen für willkürliche Änderungen in -~~ merkbar 
herabdrückt, dass dies aber in solcher Weise geschehen könne, dass der 
wahrscheinliche Fehler von -~^ nur etwa den syten Theil des oben will- 
kürlich angenommenen Werthes betrüge, wie dies bei dem von Herrn Newgomb 
angegebenen wahrscheinlichen Fehler der Fall ist, darf nach dem Angeführten 
wohl als sehr unwahrscheinlich angesehen werden. Ich bin der Meinung, 
dass der von uns in der Ausgleichung II gefundene theoretische Werth von 

-^ als ein mit den Beobachtungen vereinbarer zu gelten hat. 

Indem wir in der Besprechung der Ausgleichungsresultate fortfahren, 

kommt zunächst bei Herrn Newgomb die Verhältnisszahl 3.2 bei -—^ und 

_ ^ dt 

2.6 bei — 37 > ^^^ '^^^ d^ö Verhältnisszahl 2.9 bei -j- in Frage. Bei un- 
serem Werthe ist die Sachlage sehr einfach, da -j- in merkbarem Grade nur 

von jUa abhängt. Überblickt man nun die Reihe der durch unabhängige Be- 
stimmungen erlangten Werthe der Venusmasse 

Newcomb ma = 0.0000024510 
Bagklund 0.0000024 1 39 

Harknbss 0.000002445 2 

unser Werth 0.0000024286 , 

so ist es als sehr unwahrscheinlich zu betrachten, dass die Venusmasse den 
Werth 

0.0000024682 

haben könnte, der nöthig wäre, um den theoretischen Werth mit dem beob- 
achteten zu vereinigen, es muss vielmehr angenommen werden, dass ent- 
weder ein hier nicht in Betracht gezogener Einfluss wirksam gewesen sei, 

oder dass Beobachtungsfehler verkleinernd auf den Werth von --tt eingewirkt 

haben. Soweit die Vergrösserungszahlen grösser als zwei sind, kommen bei 
unserer Ausgleichung noch die bereits bei Herrn Newgohbs System als gross 

hervorgehobenen Werthe von -j^ und — -rj-^ in Frage. Das erste Element 
kann mit qualitativ ähnlichen, quantitativ aber viel unbedeutenderen syste- 
matischen Fehlern, wie — ^ behaftet sein, worauf vielleicht der gleiche Sinn 

OL L 
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der Correction, wie bei — ^ deutet, und die Separation von -^y^' und — ^ 

beruht bekanntlich wiederum zu beträchtlichem Theile auf den unsicheren 
Meridianbeobachtungen des Mercur. 

Die unter 2 liegenden Yergrösserungszahlen darf man, wenn man den 
aus den Beobachtungen abgeleiteten wahrscheinlichen Fehlern nicht eine 
ungerechtfertigte Bedeutung zuschreibt, als unbedenklich ansehen. 

Wir machen noch auf die eigenthttmliche Erscheinung aufmerksam, dass 
bei Herrn Newgohbs Systeme und bei dem unsrigen, von den kleinen Fehlern 

bei sinxfj^—jy abgesehen, alle übrigen, zu demselben Elemente gehörigen 

Fehler dasselbe Vorzeichen haben; vielleicht darf man darin eine Andeutung 
für die Realität der Gorrectionen erblicken. 

Eine Andeutung eines Einflusses der kleinen Planeten, der sich, wie 

ein Blick über unsere Ausgleichungen zeigt, hauptsächlich in smxp^-^ und 

riß 

sin ^4-7-^ offenbart, scheint uns auch bei Herrn Newcombs Ausgleichung vor- 
handen zu sein, doch ist er dort etwa drei Mal geringer als bei uns. 

Setzt man, um auf eine gleiche Anzahl von Unbekannten zu kommen, 

voraus, dass die Fehler bei simp.—r-^ und sin^. -r-^ in Herrn Newgohrs Svs- 
' ^.^ dt ^^ dt 

lerne durch den Einfluss der kleinen Planeten völlig erklärbar wären, so 
reducirt sich die Summe der Fehlerquadrate auf JSpJ^= 209147, also einen 
Werth, der gegen den unserer Ausgleichung ^pJ^=^ 171496 immer noch 
grösser ist, wie 1.220 gegen i. Dem Verfahren Herrn Newgohrs, die Ano- 
malien in den Veränderungen der Perihelien darzustellen, können wir über- 
dies nur eine empirische, interpolatorische Bedeutung beimessen. 

Wir haben noch zu untersuchen, welche Bedenken sich etwa an die 
von uns erlangten Werthe von c und nif knüpfen können. 

Herr Newgomb*) selbst erhebt gegen die Annahme eines die Veränderung 
des Perihels der Mercurbahn darstellenden Werlhes von c den Einwurf, dass 
ein in grosser Nähe bei der Photosphäre befindlicher, äquatorealer Ring von 
Planetoiden oder von gasförmiger Materie, die die zur Beseitigung der Ano- 
malie in der Veränderung des Perihels der Mercurbahn nöthige Masse hätten, 
die äquipotentiale Oberfläche der Sonne in einem Grade > elliptisch« machen 
würden, der durch die Heliometerbeobachtungen ausgeschlossen wäre. Er 
schwächt allerdings diese Bemerkung durch den Zusatz ab, dass die Wir- 
kung schon bei einer sehr geringen Entfernung des Ringes von der Photo- 
sphäre unmerkbar werden würde. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, die Sachlage unter der näherungs- 
weise gewiss gestatteten Annahme zu untersuchen, dass die Dichtigkeit der 
Sonne überall gleich gross sei und dass man die Masse m der Corona in 
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einem kreisförmigen Ringe von unendlich geringer Dicke, dessen Mittelpunkt 
mit dem Schwerpunkte der Sonne und dessen Ebene mit dem Sonnen- 
aquator zusammenfiele, condensirt denken könne. 

Es sei a der Radius einer Kugel von der, hier als constant angenommenen, 
Dichtigkeit der Sonne, die gleiche Masse enthält, wie die Sonne; die Ent- 
fernung r irgend eines Punktes der Oberfläche der Sonne von deren Schwer- 
punkte lässt sich dann nach den Kugelfunctionen Yap{fi) entwickeln, die nur 
von dem Cosinus fi der heliocentrischen Poldistanz des betrachteten Punktes 
abhängig sind. 

Es sei 

r = a(i ^ a^Y^i^i) + a,YM + - ") ' 

Dann wird bekanntlich, wenn man Glieder zweiten Grades in den a^p 
weglösst, das Potential der ganzen Sonnenmasse auf den betrachteten Punkt 

^ = T (' + f ''-^'^^^ ~ j^JM +■■■)■ 

Das Potential des Ringes ist, wenn wir mit b seinen Radius bezeichnen, 

dl 



sa 



m r 

27r J 



^^{ Va» — 2a6 Vi — /*« cos 1 + 6» ' 



oder mit VernachiässiguDg der vierten und höheren Potenzen von /*==—, 

(jß = |- (i - \f'YM + \f'yM + •••)• 

Sehen wir nun von der Rotation der Sonne ab, die ihrerseits eine 
gewisse Anschwellung der Oberfläche am Äquator ergiebt, so muss 

ß + öQ. = const. 
d.h. 

sein. 

Der Werth 

-^ — = X 



erhält also durch die Wirkung des Ringes die Vergrösserung 

Da nun die Anziehung des Ringes die Anomalie 4- o'.'343 der Bewegung 
des Perihels der Mercurbahn erklären soll, so muss 
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f -7- =0:343 

sein. 

Ersetzt man in dieser Gleichung b durch j und substituirt man für kj a 
und ttx ihre Werthe, so wird ' 

w = (6.772)/-% 
also 

<Ix = (7.045)/'^ -(6.318) /-'+... 

In den Astr. Nachr. Nr. 3030 war zu einer Überschlagsrechnung, Zeich- 
nungen entsprechend, angenommen worden, dass die Corona ein Kreiscylinder 
wäre, der mit den parallelen Ebenen die Sonne bei-ührte und dessen Durch- 
messer etwa viermal so gross wäi'e, als der der Sonne. Legt man, indem 
man die Masse der Corona als homogen betrachtet, den Ring durch den 
Schwerpunkt des halben Meridianschnittes, der vom Cylinder nach Hinweg- 
nahme der Sonne übrig bleibt, so ist dementsprechend \ogf = 9.623 zu 
setzen und damit wird 

72000 

Schon dieser Werth bleibt merkbar unter der Grenze , die Herr 

50000' 

AuwERs*) nach der Discussion der Heliometerbeobachtungen der deutschen 
Venus-Expeditionen für x vorschreibt. Sollte aber doch der erlangte Werth 
zu gross erscheinen mit Rücksicht auf den Theil von x, der durch die 
Rotation der Sonne hervorgerufen wird und über den wir uns, wegen unserer 
noch sehr mangelhaften Kenntnisse der Sonnenphysik, noch sehr im Unklaren 
befinden, so wüsste ich nicht, welche Beobachtungen gegen eine geringe Ver- 
minderung des Werthes von f sprechen könnten; diese ist aber sehr wirk- 
sam, weil dx nahezu der fünften Potenz von f proportional ist. Schon der 
Werth log/'= 9.550 würde den Werth rfx, nämlich 

(Jx = 



290000 



aus dem Bereiche eines irgendwie möglichen Bedenkens entfernen. 

Was nun den Werth der Masse nip des iingirten Planeten, also der 
Gesammtmasse der kleinen Planeten betrifiTt, so ist er nach der von uns 
angenommenen Ausgleichung sehr nahe i*/« mal so gross, als der Werth der 
Marsmasse, 33/^ mal so gross, als unser Werth der Mercurmasse, 13 mal so 
gross, als unser Werth der Mondmasse. Der Werth beruht hauptsächlich 
auf den Veränderungen des Perihels und des Knotens der Marsbahn und wenn 
die aus den Beobachtungen abgeleiteten Werthe, wie es bei Mars höchst 
wahrscheinlich der Fall ist, innerhalb der wahrscheinlichen Fehler sicher 



*] A. AuwERS, Der Sonnendurchmesser und der Venusdurchmesser nach den Beob- 
achtungen an den Heliometern der deutschen Venus- Expeditionen, Astr. Nachr. Bd. 128, 
Nr. 3068, 1891. 
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sind, so lässt er sich schwerlich weiter, als auf 3/4 des von uns angenommenen 
Betrages herabdrUcken. 

Dieser Werth der Gesammtmasse der kleinen Planeten übertrifft weit 
die bisher auf Grund des bekannten statistischen Materials angestellten 
Schätzungen. Einerseits beruhen aber diese Schätzungen auf ganz unsicherer 
Annahme und selbst, wenn ihnen einiges Gewicht beigelegt werden mtlsste, 
könnten sie es nur wahrscheinlich machen, dass der grOsste Theil der Ge- 
sammtmasse nicht auf die paar hundert uns jetzt bekannter kleiner Planeten, 
sondern auf solche KOrperchen fiele, die ihre Kleinheit jetzt und vielleicht 
für alle Zeiten dem Bereiche unserer Fernröhre entzöge. Ich hatte ursprüng- 
lich beabsichtigt, statt der kreisförmigen, in die Ekliptik verlegten, Bahn des 
fingirten Planeten, eine elliptische, gegen die Ekliptik geneigte, zu substituiren 
und deren Elemente durch die Formeln 

• i rf«« -^maSinV^aC'^« . .^^ ^maSinopae«'^« 
sin xpp e^^P = " ^ sm op« e*^P = " ^ 

zu bestimmen, in der die Summe über die bisher bekannten kleinen Planeten 
erstreckt und die Masse nia aus den Helligkeiten ermittelt werden sollte. 
Diese Absicht wurde desshalb aufgegeben, weil es nicht sehr wahrscheinlich 
erschien, dass die jetzt bekannten Planeten auch nur annähernd die von der 
Rechnung geforderte Masse aufzuweisen vermöchten. Eine Bestimmung der 
Bahnelemente des fingirten Planeten aus den säcularen Störungen selbst schien 
mir, weil dabei vier neue Unbekannte aus Abweichungen bestimmt werden 
müssten, die im Bereiche der wahrscheinlichen Fehler der Beobachtungs- 
ergebnisse lägen, mindestens unzweckmässig zu sein. Die alte, rohe. Form 
der Berücksichtigung des Einflusses der kleinen Planeten haben wir dem- 
entsprechend beibehalten. 

Wegen der Wirkung des fingirten Planeten von der von uns angenom- 
menen Masse auf die äusseren Planeten braucht man keine Bedenken zu 
tragen, da schon für Jupiter die Werthe, nämlich 

^ . -7 dTte , „ ., . _> ddc „ 

sm \p^ —ry = + 0.0009 sm y)^ — 5 = — 0.0004 

sehr gering sind. Wir behalten den erlangten Werth der Masse des fingirten 
Planeten bei und zwar ohne die uns etwa freistehende Verminderung auf ^/^ 
des Werthes eintreten zu lassen, upd berufen uns desshalb auf die Tbatsaehe, 
dass uns gewiss nicht statistische Abschätzungen, sondern nur die säcularen 
Veränderungen der Bahnen der Planeten, und hauptsächlich des Mars, zur 
Kenntniss des Werthes der Gesammtmasse der kleinen Planeten verhelfen 
können und dass wir desshalb vorerst keine Ursache haben, einen kleineren 
Werth für wahrscheinlicher zu halten, als einen grösseren. 

Wenn wir auch den fingirten Planeten in die Rechnungen einführen, 
sind wir doch weit entfernt, seioe Elemente als Variabele des Problems 
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zu betrachten; dass das ganz falsch wäre, bedarf wohl Dicht erst der Er- 
wähnung. Wir müssen, da vorerst nichts Besseres zu thun ist, seine Kreis- 
bahn unverändert in der Ekliptik von 1850 liegen lassen. Dass diese 
Voraussetzung einer kreisförmigen festliegenden Bahn für den fingirten Planeten 
nur ein mit den thatsächlichen Verhältnissen nicht vereinbarer Nothbehelf 
ist, zeigt sich z. B. darin, dass der fingirte Planet einen kleinen Beitrag 

zu dem Werthe r-^ giebt, während dieses mit den Einwirkungen der 

kleinen Planeten nicht der Fall ist. 

Unsere Ausgleichung III ergiebt die folgenden verbesserten Werthe: 

logc = 2.046037 
III 



' 7764740 * 41 1765 ^ 328805 ^ 2070100 

Wir behandeln zuerst die in c multiplicirten Glieder. Es sei 
Uo = 0:0 = sin rpoB-^^o Vo = yo = sin (po€^^<> 

UoVo _ UoVnJfa + t^o^n+a 
Jo = I tS^ = —r ^on+a = — 

Dann ist 2<Ji?o leicht als Function der ca^a/?, ^n-^-an-^^^ ^00 und rSon-^a dar- 
zustellen; ausser früher bekannt gewordenen Relationen haben wir nur die 
Formel 

zu "beachten. Die numerischen Werthe der 9„+aM+/9 sind auf Seite 109 
mitgetheilt worden. Bei der Transformation von 2dRo können wir uns hier 
auf den Theil 

beschränken, da sich der hinzutretende Theil 

2ÖR^;f =>« 4 '- <„ — 2Cüaa(0n+an+a + V^««^on+a 

^^ a% \ 4 

.Ig 5 , I 2 \ 

in transformirter Form nicht einfacher darstellen lässt, als, indem man jedes 
der Glieder einzeln für sich transformirt. Für die Werthe der Woo u s. w. 
haben wir aber bereits früher die transformirten Werthe mitgetheilt, es 
würde also bei dem Ansetzen der transformirten Form auch für 2dR^^^ nur 
auf Abschreiben bereits früher angegebener Reihen ankommen. 
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Der erste Theil aber lässt sich durch Summation der den einzelnen 
Planeten entsprechenden Glieder leicht in einer einfachen Gestalt darstellen. 
Mit Benutzung der Werthe 

log ^-—^ — i+ 20 

a = I 8.206818 

2 8.461 125 

3 8.137909 

4 6.603250 

5 8.473968 

6 7-157573 

7 5437165 

8 4.932594 

ergeben sich die in der nachfolgenden Tabelle aufgeführten Reihen. 

Von den von den Massenverbesserungen abhängigen Gliedern wollen 
wir nur die Theile mitnehmen, die in den w^x vom ersten Grade sind, wie 
dieses praktisch gewiss völlig ausreicht, weil /Ua und fi^ nur kleine Brüche 
sind und der etwas grössere Bruch /u^ sich auf die ohnedies sehr kleine 
Masse des Mercur bezieht. 

Wir hatten den in den lOxi linearen Theil von 2Ä in der Form 

dargestellt. Verstehen wir nun unter den u^i) c^ah ffa die mit den vorläufig 
angenommenen Werthen der Massen berechneten Grössen, so sind die für 
die verbesserten Werthe der Massen geltenden Grössen die folgenden 



von 



9a 

Oap : aaß + — ^ (V(H-^„)(i + /*^) - i) cf^ 

^ ''CT' (I) 

Ön+an+o • (Ui+an+a 7^^ ^^^aji 

Ha 

Ote+an+Z» ' ^+«n+/? + "^ (V(l + iWa)(l + ft^) — l) d> . 

Behält man also auch in den Ausdrücken 

a^x^x x^yx + y^xx ^ WxVx ^ w^Vz + v^i^a 

Wxx = — T" ^xi = ^xx = r- »xl = — — 

?x 9*9^ 9x 9x9^ 
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die mit den vorläufig angenommenen Werthen der g^ berechneten Werthe 
bei, so ist der Zusatz, den 2R wegen der Massenverbesserungen erfährt, 

{t>a ß>a 

-^« (^/* f^ß Gaß) Wn+a n+a +^'^^ f^ccß c2|j 0)n+a n+ß 

ß>a 



^aß = >^(l + it^a)(l + llß)— l 

und zur Verwandlung der Functionen der WxA ii^ solche der ct^a gelten un- 
verändert die abgeleiteten Relationen. 
Mit den Werthen 

logA^i = 9-596267 n logiu« = 9.365 733 « ^og^u,« = 9-346333 « 

jUa = 8.4i3300n it^i3 = 9-367500 " iLtao = 8.ii5iiin a = 4,5,6,7,8, 

fi3 = 8.45i786n ^123 = 8.4329807» jU3o = 8.1 53862 n 

erhalten wir darnach die in der folgenden Tabelle erst untransformirt, sodann 
transformirt aufgeführten Zusatzglieder zu 2E, 

Sodann sind die durch die Einwirkung des fingirten Planeten erzeugten 
Zusatzglieder zu 2/?, indem man wieder nur die Glieder ersten Grades in 
den (x)xx in Rücksicht zieht, 

Die Werthe der cjj^ = aap erhält man aus den bereits mitgetheilten 
Werthen der letzten Grössen durch Multiplication mit i + jUp. Die auf iRp 
bezüglichen Rechnungen sind mit nur vierstelligen Logarithmen ausgeführt 
worden, während sonst sechsstellige angewendet worden sind. 

Schliesslich haben wir die linearen Functionen der ttTzi . . . to^gg und 
der tar^g... ^si^e^6^ die in den Ausdrücken löRoj^^^ß 2dRaß, 2 /?p vorkommen, 

ß>a 

ZU einer Summe zdR zusammengezogen, in der die letzten Stellen der 
Logarithmen der Coefficienten , obwohl sie nur fünfstellig angesetzt worden 
sind, wegen der weniger genauen Goefficienten von 2/?^, nicht überall noch 
eine Bedeutung haben. 

£s möge noch ausdrücklich hervorgehoben werden, dass die ganze Lösung 
des Problems mit den vorläufig angenommenen Werthen der g^ durch- 
zuführen ist, dass aber die schliesslich erlangten Reihen für die Xjej yx den 
wahren Werthen der g^ proportional sind. 

Die Werthe der Zusatzglieder 2R stellen wir in den nachfolgenden 
Tabellen zusammen. 
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Transformirter Werth von 2(5/?o. 





positiv 


Tüll 


63.731585 


roi2 


64.505633*» 


m,3 


64.964894 


R'14 


63.683896 


lUxs 


65.781923 


roi6 


65.685104*1 


nyi7 


64.771105»? 


ojis 


63.745583« 


^22 


68.005478 


W23 


67.993041« 


nr24 


67.477356 


n725 


68.746005« 


Wa6 


67.147193 


nia7 


66.129020 


0728 


64.933984 


OT33 


68.181209 


n'34 


67.612386« 


"^35 


68.888191 


0736 


67.218102« 


ni37 


66.185605« 


0x38 


64.959285« 


W44 


67.752568 


^45 


69.836061 »1 


1^46 


66.819381 


»47 


66.062023 


W48 


65.0141 51 


»55 


72.393298 


W56 


69.796088 


Ws7 


68.620971 


0158 


67.264538 


W66 


68.085670 


»67 


67.135386 


ro68 


66.089861 


1077 


66.269650 


»78 


65.258853 


»88 


65.012941 





positiv 


»9 9 


64.520548»! 


w 9 10 


64.693206 


»9 II 


64.838808 


ny 9 12 


66.261838« 


»9 13 


67.264932 


»9 14 


66.642388 


»9 IS 


66.738350 


»9 16 


65'334485 


nJioio 


64.872894« 


»lOII 


65.028656« 


Wioia 


66.477143 


nJioi3 


67.577131« 


»1014 


66.832723« 


Wiois 


66.923447« 


Züioi6 


65.446769« 


»11 11 


65.250787« 


Wtx la 


66.802563 


»ri 13 


68.170894« 


nfix 14 


66.990648« 


»1115 


67.063901 « 


»11 16 


65.18091 IH 


»laia 


68.551978« 


»1213 


70.162706 


»1214 


67.210801« 


HJiais 


67.I23972W 


f9tai6 


66.561621« 


»1313 


71.932578« 


W1314 


70.480389 


W131S 


70.512521 


»13 16 


68.038304« 


»1414 


70.221671« 


»14x5 


70.008587« 


»1416 


67.947916« 


W151S 


70.185754« 


»15 16 


67.752714« 


»1616 


67.202625« 





positiv 


Wo 9 


66.738395 


»0 10 


66.91 I052n 


njoii 


67.056654« 


»oia 


68.479685 


»013 


69.482779« 


»014 


68.860237» 


»015 


68.956199« 


Wo 16 


67.552331» 
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untraDsformirt . traDsformirt 





positiv 


(OtX 


47.62x1 69 n 


(0X3 


48.243973 


a>x3 


47.646710 


«X4 


45.834804 


a>x5 


47.I2519I 


«x6 


45.5421 II 


Wx7 


43.517376 


Wi8 


42.817626 


0122 


49.27011311 


(O93 


49.047303 


(U94 


46.631775 


(Das 


47.787977 


aia6 


46.197393 


Wa7 


44.170310 


üla8 


43-470101 


0)33 


49.157808« 


OI34 


47.431356 


«I35 


48.361310 


OI36 


46.760930 


OI37 


44.730824 


■W38 


44.030022 


0)44 


47.946318 n 


«55 


49.457366n 


0>66 


48.123821 H 


«77 


46.398093»» 


0188 


45-892470« 





positiv 


0)9 9 


47.621169 


0>9 xo 


48.436050»» 


ÜI9 IX 


47.970605.» 


0)9 X2 


46.336557« 


0)9,3 


48.1 56978 n 


W9X4 


46.837690*1 


W9X5 


45.116378« 


0)9x6 


44.611 608 n 


O)ioxo 


49.270113 


O)xoii 


49.126857« 


0)XOI2 


46.87 181 1« 


ü)xox3 


48.549007»» 


0)xox4 


47.221682« 


O)xois 


45.497851« 


0)ioi6 


44.992592« 


0)ix xt 


49.157808 


0)IXX3 


47.545448)» 


ft)iii3 


48.982650»! 


0)ixx4 


47.6448371» 


0)xns 


45.917770»» 


0)xxx6 


45.411886« 


Oixaxa 


47.946318 


0)iax3 


49.457366 


0)iai4 


48.123821 


0)12x5 


46.398093 


0)x2x6 


45.892470 





positiv 


Wii 


64.733843« 


W12 


65.839027 


0J13 


66.271582»» 


roi4 


65.225963« 


ro,5 


66.866907 n 


ari6 


66.673660 


W17 


65.761858 


1V18 


64.739648 


0122 


69.161 166« 


0J23 


69.051236 


ni24 


68.210123« 


Was 


69.699018 


0126 


67.959684« 


»27 


66.993152« 


1Ü28 


65.887857« 


©33 


69.299612« 


»34 


68.351282 


»35 


69.806292« 


W36 


67.717787 


W37 


66.667266 


W38 


65.415198 


W44 


68.166989« 


»45 


69.899145 


W46 


67.195792« 


»47 


65.967791« 


W48 


64.871351 


»55 


71.606833« 


W56 


69.695755 


»57 


68.744820 


W58 


67.654745 


»66 


68.925114» 


»67 


68.016584« 


»68 


67.007377« 


»77 


67.189806« 


»78 


66.202222« 


»88 


65.980989« 





positiv 


»9 9 


63.659003« 


»9 10 


64.274920 


»9 XX 


64.977326 


»9 xa 


66.717283 


»9 X3 


67.911664 


»9 14 


66.779676 


»9 15 


67.537118« 


»9 16 


66.298813« 


»xoxo 


64.562935« 


»toxi 


65.152499» 


»IOI3 


66.874051 


»XOX3 


68.118575« 


»10 14 


67.048550 


»10x5 


65.702530 


»X016 


66.393767 


»XIII 


65.294958« 


»XX xa 


66.925217 


»II 13 


68.247502« 


»11x4 


67.392701 


»II 15 


67.771555 


»XX 16 


65.903135 


»laia 


67.783591« 


»12x3 


69.9^9078» 


»12x4 


68.620500 


»X215 


68.752678 


»12 16 


67.685631 


»13x3 


72.123881 


»13 14 


71.250744« 


»13 IS 


71.292356« 


»X316 


69.365456 


»14 14 


71.440558 


»14 15 


71.061442 


»14x6 


69.346073 


W1515 


71.33 1^283 


»15 16 


69.246873 


»16 16 


68.273085 
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Transformirter Werth» von 2/?« 



Transformirter Werth von 2dR, 





positiv 


Wll 


66.2984 


Wl2 


65.7660 


roi3 


65.9786 


roi4 


65.0970 


roi5 


66.5202 


mi6 


68.3585« 


W17 


67.4468»! 


W18 


66.4270 w 


W22 


68.5749 


0123 


68.4333 


W24 


66.9447t» 


W25 


68.0285 »t 


mae 


67.4008 


W27 


66.4833 


OT28 


65.4382 


Was 


68.7615 


«^34 


67.3933 


0^35 


68.4952 


W36 


67.5962 


«^37 


66.8669 


»38 


65.7755 


W44 


67.4540 


«"45 


68.5238 


W46 


67.0279 


0x47 


65.8669 


0748 


63.9186 


1055 


70.6569 


nJs6 


67.3018 


W57 


67.0929 n 


W58 


66.4084« 


ro66 


70.5890 


ar67 


69.6795 


nJ68 


68.6685 


»77 


68.8177 


»78 


67.8201 


W88 


67.4341 





• 




positiv 


»9 9 


66.6872»! 


W9 10 


66.8174 


Wg II 


66.7257 


tu 9 12 


65.1364« 


079 13 


67.3713« 


07 9 14 


67.5058« 


079 IS 


66.1132»» 


«79 16 


68.1464 


Wioio 


66.9561 »1 


07x011 


66.8633»! 


W1012 


65.3955 


n7ioi3 


67.5846 


07x014 


67.6610 


07x0 15 


66.3447 


O7ioi6 


68.2789»! 


07IIIX 


66.8400»» 


07xiia 


65.7433 »* 


07x1x3 


67.8153 


07x114 


67.6794 


071X15 


66.6446 


07x1 x6 


68.1945« 


07X2 12 


67.1216« 


07x2X3 


68.8601« 


07X2X4 


68.2023 « 


0712X5 


67.8618« 


07iai6 


67.0512« 


07x313 


71.1120« 


WI3X4 


70.3461 n 


07x3X5 


70.0121« 


07x3 16 


69.0464« 


071414 


71.3701« 


07x415 


70.4101 


07x4x6 


69.2110« 


07x515 


70.2678« 


07x5x6 


67.9318 


07x6x6 


69.7526« 



07x1 
07i2 
0713 
07x4 
07x5 
07x6 
07x7 
07x8 

0722 
0723 
0724 
0725 
0726 
0727 
0728 

0^33 
0^34 
W35 
0736 

0^37 
0738 

0744 

0^45 
0746 
0747 
0748 

»SS 
W56 
^57 
0758 

0766 
0767 
0768 

0778 
0788 



positiv 



66.28763 

66.09400 

65.91632« 

64.58460« 

66.53685« 

68.35038« 

67.43872« 

66.41891« 

68.98780« 

69.11327 

68.14922« 

69.63715 

67.71546« 

66.73676« 

65.61514« 

69.10185« 

68.31871 

69.72557« 

67.87594 

67.02015 

65.88391 

67.79152« 

69.14793 

66.19435 

65.98272 

65.26943 

72.32518 
70.05062 
68.98277 
67.78523 

70.58087 
69.67125 
68.66007 

68.80861 
67.81076 

67.42022 





positiv 


079 9 


66.69052 « 


079 10 


66.82189 


079 XX 


66.73886 


079 X2 


66.85610« 


079 13 


67.88360 


079 14 


67.52739« 


079 15 


67.48098« 


079 x6 


68. 14090 


07x0X0 


66.96140« 


07ioil 


66.87788« 


07x0X3 


67.03065 


07xoX3 


68.11642« 


07x0X4 


67.70061 


07x0X5 


66.75345« 


07X0X6 


68.27387« 


07xx XI 


66.86293« 


07x113 


67.15263 


07x1 13 


68.41441« 


07x1 14 


67.79736 


07xXIS 


67.71535 


07xxx6 


68.19271« 


07x3X3 


68.63389« 


07x2X3 


69.75656 


07xax4 


68.38341 


07x2X5 


68.68104 


07X2X6 


67.52625 


07x3X3 


71.53714 


07x3X4 


71.23068« 


0713x5 


71.24001« 


07x3x6 


69.04056 


07x414 


70.39127 


0714x5 


71.11631 


07x4x6 


68.70267 


«»ISIS 


71.25663 


07x5x6 


69.25392 


07x6x6 


69.73922 n 
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5. 

Bestimmimg der Grössen 4. 

Zur Bestimmung der Grössen si = —^ brauchen wir die Werthe 

der Integrationsconstanten C«; in erster Näherung bleibt nichts Anderes ttbrig, 
als sie mit den Werthen y^ zu identificiren, die die Producte u^v^c für t = o 
oder 0? = o annehmen. Es möge jedoch sogleich hier bemerkt werden, dass 
die Annahme bei Weitem nicht in dem Grade eine Näherung an die Wahr- 
heit ist, als man geneigt sein wird anzunehmen. Namentlich die Glieder 
von zdR^e bewirken, dass nicht immer in den durch diese erste Annäherung 
erlangten Werthen der Constanten C« die zweite Stelle noch ganz richtig 
ist; dass man aber tlberhaupt, von den so erlangten Werthen ausgehend, 
beliebig nahe an die Wahrheit kommen kann, darf nach den erhaltenen 
numerischen Resultaten nicht bezweifelt werden. Wir haben, obgleich eine 
solche Genauigkeit bei der ersten Näherung völlig überflüssig erscheint, die 
folgenden Rechnungen desshalb scharf mit sechsstelligen Logarithmen durch- 
geführt, weil ein beträchtlicher Theil der Rechnungen bei den folgenden 
Näherungen unverändert hinübergenommen werden kann. 

Um die Werthe t/^^ der Grössen w» für ^ = o erhalten, haben wir zuerst 
die Werthe ccf^^ der Grössen Xx für ^ = o mit den im vorigen Paragraphen 
angefahrten Werthen den üx, b« nach der Formel 

4'^ = ?x(ax + iK) 
zu berechnen und sodann die Formel 

anzuwenden. 

Das Resultat der Rechnung stellen wir in der folgenden Tabelle zusammen. 



X] 



.(o) 



J-) 



= I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

lO 

II 

12 

13 
14 
15 
i6 



5.6849296 
5.2006495 n 
5.i263627n 
6.1207839 

7-7423356 

4.9263933« 
7.2034694^ 
6.4262652 

5.8795337 
5.7382044 

— 00 
5.5299507 

6.6i88939n 
7.0905527 n 
6.1324498 
6.9341793« 



+ I 6.2605452»» 
+ i 5.2852552^1 
+ t 5.8642859»! 
+ 15.8223399 

+ t 7.0666773»» 
+ t 7.6209526»» 
-f- 16.4111908»» 

4- «6.4413568»» 

+ »5.9030796»» 
+ 16.3202957»» 

+ I — CO 

+ 15.5815860»» 
+ 17.4222304»» 

+ »7.4765947« 
+ 26.6534324»» 

+ i 7.0087198»» 



7-3943933« + »'7.5043527« 
5.9485923 + 15.9640697 

5.9543550 +«5.7276413 
5.9823019»» + f 5.4608209 

4.9504254 + 1 6.227797 1 »» 
7.7146886 +17.4390573« 
6.4837363»» + «7.0122353»» 
6.2103351 + 16.5820173»» 

7.0615232»» + i 7.5985120»» 
6.6945016»» + «6.2770524 
6.6428242 -j- «6.6601630 
6.0793438 + «5.5891330»» 

5.5315125 + «5.6688982 
5.5999689 +«5.8318348 
5.5961575»» + «6.1929162 
6.9139833»» + i 7.0475812»» 
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Stellt man die Werthe der wjj'^ durch die Form 



dar, so erhält man 



u^^^ = Y^e-^^y. 



log yx 4- lo 



log 



fet 



4-IO 






1 7.6067751 

2 6.1069838 

3 6.0198473 

4 6.0011309 



5 6.2284017 

6 7.7684665 

7 7.0304900 

8 6.6180624 

9 7.6160943 

10 6.7241416 

11 6.8021816 

12 6.1009486 

13 5.7614090 

14 5.8959973 

15 6.2063961 

16 7.1414136 



127^49 22.41 

313 58 45.34 

329 19 7.15 

196 45 0.24 

86 58 39.46 

27 55 43.16 

106 29 46.57 

66 58 40.39 

106 II 37.72 

200 55 41.89 

313 51 23.63 

17 55 23.19 

306 5 5.78 

300 23 2.09 

255 47 53.90 

126 19 23.20 



11.2935657 
7.089381 1 
6.7459929 
7.6030936 

4.3204908 

7.7928555 
6.9750528 
5.9722850 

11.3 122042 
8.3236967 
8.3106617 
7.8027288 

3.3865057 
4.0479170 
5.3268651 
7.0189873 



Wir haben daneben auch die Werthe der ( - ) angegeben, die Näherungs- 

C 
werthe für die Ausdrücke — sind, die wir weiterhin brauchen. 

9l 
Zunächst haben wir nun, indem wir dem Striche über einer Function 
der t/x, t;x die schon früher benutzte Bedeutung zuschreiben, dass nur der 
von den Producten u^v^t abhängige Theil zu nehmen und in ihm w^Vx = ^x 
zu setzen sei, die Werthe 

Ö2Ä 



5x = — 



öCx 



zu bilden. Diese mühsame Arbeit wird durch die Form, die wir der Störungs- 
function gegeben haben, sehr erleichtert. 

Versteht man unter x, A, jii, u. s. w. von einander verschiedene ganze 
Zahlen so ist 



= Px 



er: 



^L = vi 



Kx = ^PxPl 



Kx^ix = plvx 



^xxKx = ^PlPX 
^xx^lu = ^PxPxPfi 



^xXtSSxfi^Xn = 2pxPxPn 
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Zur Abkürzung haben wir darin gesetzt 

« ^- 
Px= — • 

Alle nicht angeführten Produete der betreffenden Ordnung haben keine 
Theile von der in Frage kommenden Form, ebensowenig die tpxi* 

Die . Beiträge von 2R zu den Wertben si lassen sich nun ohne Schwierig- 
keit angeben: Die Theile 1% i^ haben die Form"*") 

ß>a 

es wird also 

ß>a 

Benutzt man nun hier, wie im Folgenden, die Relation 
so wird 

In 11^ Quadrate negativ« ist a^ß = ^aaC^ßß) also hier 



Die Theile 2* und 2^ von zR unterscheiden sich von den soeben be- 
handelten nur dadurch, dass der Index a durch n -{- a zu ersetzen ist. 
Die Theile 3* und 3^ von 2R haben die Form 

und es ist dabei 

Wählt man also zwei ganze Zahlen /, d aus der Reihe 1,2,... n aus, 
behält aber die zwei gewählten Werthe fest bei, so wird mit den positiven 
Constanten 

"~ = 0fi4.ff = 



Vfi+a 



VOyH+ya,yn+ey y0.yn-{'yO'dn-{'9 

der constante Theil von f 

f = 2^« baPa -^ö ftn+aPn+a 

und demnach 



*) Wo im Folgeoden Summenzeichen ohne Vermerk stehen, hat jeder der Summations- 
indices die ganze Reihe der Werthe i, 2, 3, ... n zu durchlaufen. Auf die Vermerke unter 
den Summenzeichen wolle man sorgfältig achten. 

H a r c • r , Sftcular« Ver&ndenmgen. 4 g 
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Die Theile 4 und 5 haben die Form 

Es ist also 

Die Theile 6 haben die Form 

. ft>a p>a 

und es ist also ___ __ 

Was die Theile von zdR^e betrifft, so haben die Glieder 2, 4, 7, 8 die- 
selbe Form, wie die Glieder i, 3, 4, 2 von 2R. Die Theile i haben die 
Gestalt: 

f=(^-^ßaaßtSiaß)\ 

ß>a 

Es wird also: 

f= (^« aaaPay+ 6^« üaaPa'^^^fi <ßPaPß+ I 2^a^ß^y aaßac^aßyP^Pßfy 

ß>ct V>ß>a 

und hiermit ^ 

_^_ 

4- K« (^^ ^(ißP^y + 13 ^ß?Vß2^ KßPß+^aaa^ß^Y a^yPßPy+^J^ßVY aaßaayaßyPßPy] 

Die. Theile 3 haben die Gestalt: 

ß>a 

Es wird also 

7= 2^« (^aaPa '^"^^ ^^^^^PaPn+ß + ^J^^^^^Y aaßaan+yaßn+yPaPßPn^Y* 

ß>a 

Wie oben bei den Gliedern 3 von 2 R ist aber, wenn man die dort an- 
gegebene Bezeichnung für die ba, bn^a beibehält und die Vorzeichen von 
Vblf Vbn+a in einer dem Werthe von f entsprechenden Weise festsetzt, 

aan+ß= Vba V6n+/J> 

also 

r= (2^« ^aaPa '^<^ baPa + ^^^fi aaßVKVb'ßPaPß) ;^« b^+aPn-^a 

ß>a 
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und hiermit 

^^^ 9a . f^a ' 

Die Theile 5, 6 schliesslich sind von der Form 

/*= {^''S^ ^aß^aßl S"S(^ (^n+an+ßtffn+an+ß, 

für diese wird 

7= ((^« aaaPay+ 2^^/* <ßPaPß] '^^ On+an+«Pn+o, 

also ^ 



= ^^" ((2^^ «^^p^)^ + ^2^^^ ^)yv,h) 



Es möge hinzugefügt werden, dass die in Rücksicht gezogenen Glieder 
von iRaß keine von C^ abhangigen constanten Theile ergeben. Von den 
Theilen i% i^ ist dies selbstverständlich , bei den Theilen 3% 3^, die die 
Grössen Wa^ nicht enthalten, und bei den Theilen 4, 5 die txigg nicht ein- 
schliessen, ist es durch einen Blick auf die Tabellen ersichtlich; auch bei 
dem Theile z&B^s ist es klar, da dort C^ nur in O56 vorkommen könnte, 
was jedoch, da das in m^^ multiplicirte Glied nicht vorhanden ist, nicht der 
Fall ist. Dass auch die Theile 2^^ 2^ keine von C^ abhängigen constanten 
Theile liefern, ist leicht zu zeigen. Die Glieder 2% 2^ entstehen durch 
Summation der der Gombination aß entsprechenden Glieder 

Führt man 'darin die Glieder 

(anJ^an'^a= *' ©"99+ ^2^ ''»+«*+>' ^9 "+y + 2^inJran-\'Y^n'^yn'^Y 

y>9 y>9 

Wii+a n+/J = 2fc» 0X99+ fc^y (gn+« n+y + gn+/9«+y) ö^^p H+y + 2^^ ?n+a H+y ?n+/9 n+y «B^fi+y n+y 

y>9 y>9 

Wn+jJn+/?= i**«af99+^2^?n+|9n+y^9n+y + 2^9«+|Jn+y®^w+yw+y 

y>9 y>9 

46* 
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ein, in denen wir die von a unabhängige Grösse g^^^,^ = X: gesetzt haben, 
und die offenbar allein in der obigen Form ein von C^ abhängiges constantes 
Glied erzeugen könnten, so erkennt man ohne Mühe, dass sich alle von C^ 
abhängigen constanten Theile der Form gegenseitig vernichten. 

Es ist also, soweit es sich nur um gegenseitige Anziehungen von Massen- 
punkten handelt, 

4 = 0. 

Wir stellen im Folgenden die Hauptmomente der Berechnung zuerst der 
Grössen — e zusammen*]. 



i) I*. Quadrate, positiv; 2) i\ Quadrate, positiv, 
Wert he der log^aaoP«. 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


I) . 
2) 


43.014681 
41.606778 


42.649401 
41.141000 


41.933653 
39.867182 


42.677334 
40.550220 


42.067564 
39527418 


41.183591 
38.46661 5 n 


40.815705 
36.583619 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


2) 


42.912480 
41.622849 


42.408626 
41.071596 


42.810850 
41.478037 


42.357645 
40.415539 


41.419438 
39.37864in 


40.284857 
37.492379 


42.850717 
39.784575 


aß 


35 


3^ 


37 


38 


45 


46 


47 


l) 
2) 


42.987463 
41.783806 


42.536946 
40.863461 


41.601315 
39.714192»» 


40.391057 
37.815546 


42.938298 
41.595961 


42.360792 
41.066750 


41.454144 
39.6623841» 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


.78 


I) 
2) 


40.776713 
37.718847 


44.702846 
43.665607 


43.707062 
42.826088«! 


42.666782 
40.939189 


43.961552 
43.078639 n 


42.962545 
41.046331 


43.308614 
4l.90l534n 



i^ Quadrate, negativ. 
Werthe der log ^aaaVa* 



aß 


II 


22 


33 


44 


55 * 


66 


77 


88 




43.056499 


42.392762 


42.404474 


42.817343 


44.036998 


44.416137 


43.601307 


41.974707 



*} Die voa den Logarithmen abzuziehenden Vielfachen von 10 ergeben sich aus dem 
früher Bemerkten und daraus, dass vir für die Logarithmen der p^ stets die um 10 ver- 
mehrten Zahlen benutzt haben. 
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i*. Quadrate, positiv + i*. Quadrate, positiv. 
Werthe der log Salg, 





ß=i 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


cr==i 




66.042250 


66.168701 


63.968161 


66.695738 


68.890602 


67.926308 


66.823718 


2 






71.584959 


69.117935 


72.661442 


69.332190 


67.534772 


65.591987 


3 








69.175205 


72.858306 


69.512611 


67.707030 


65.768499 


4 










72.851374 


68.457999 


66.495487 


64.410016 


5 












71.818586 


69.517223 


67.348253 


6 














72.307091 


71.248742 


7 
8 
















71.717706 



i\ Quadrate, negativ. 
Werthe der log 2al„ . 





ff = I 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 




65.897317 


70.913591 


71.320280 


68.826104 


77.442719' 


72.655756 


72.221813 


71.890426 



i) 2*. Quadrate, positiv; 2) 2\ Quadrate, positiv. 
Werthe der log 2an+an+«Pn+a. 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


I) 

2) 


42.762968 
41.620105 


42.425918 
41.313870 


41.660894 
40.154955 


42.452028 
40.964085 


41.795363 
40.303727 


40.937770 
39.404516 


40.678932 
39.180238 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


I) 

2) 


43.131539 
41.556567 


41.949617 
41.322738 


42.311 127 
41.788473 


41.693003 
41.113824 


40.854018 
40.225434 


40.556705 
39.985853 


42.622763 
40.826303 


aß 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


I) 
2) 


42.433958 
41.989070 


41.797065 
41.334575 


40.975110 
40.417971 


40.669638 
40.176434 


42.622766 
41.704777 


41.896413 
41.096031 


41.050952 
40.1Z4685 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


I) 

2) 


40.774884 
39.867834 


43.742522 
43.470568 


42.688019 
42.469104 


42.326670 
42.170793 


42.922901 
42.616967 


42.468438 
42.246355 


42.677791 
42.393751 



2\ Quadrate, negativ. 
Werthe der log 2an+an+aPn+a^ 



aß 


II 


22 


33 


44 


55 


66 


77 


SS 




42.574200 


42.425872 


42.444119 


42.474894 


43.452854 


43.552956 


42.836522 


42.543838 
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2\ Quadrate, positiv + 2^. Quadrate, negativ. 
Werthe der log 2al^^^^^. 





ß^i 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


a = i 




64.889493 


65.135413 


64.747316 


68.657581 


68.325323 


67.294763 


67.310564 


2 






67.763424 


65.199491 


69.064321 


68.677683 


67.723626 


68.420255 


3 








66.050031 


69.701844 


68.979572 


68.356779 


69.545844 


4 










73.449066 


71.448770 


71.361807 


67.876498 


5 












75.464322 


75.192871 


71.921441 


6 














75.647312 


72.743670 


7 
8 
















71.627632 



2^ Quadrate, negativ. 
Werthe von log 2al^„^^„ . 





«= X 


2 


3. 


4 


5 


6 


7 


8 




64.547132 


66.808557 


67.970836 


69.435309 


76.210884 


76.336232 


73.834322 


71.853783 



3^ Quadrate, positiv. 
Werthe der log ha . 



aß 


12 


»3 


. 14 


15 16 17 


18 


€t = I 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 


28.150121 
35.050809 

35.275475 
35.616471 

40.370315 
34.815935 
32.249799 
29.Ö08597 


29.113861 
34.602835 
34.480669 
36.073763 
40.949223 

35.497895 
32.988951 
29.887609 


30.167259 
35.612387 
35.495169 
35.658533 
40.677415 
35.279869 

32.773391 
29.592701 


29.833169 
34.611607 
34.882803 
36.284601 
41.323859 
35-978457 
33.505869 
30.402603 


29.679607 
34.195985 

34.467375 
35.869055 
40.908303 
35.618429 
33.192105 
30.235035 


25.290724 
31.709090 
31.980242 
33.382100 
38.421332 

33.195344 
29.586686 
28.602704 


23.684456 
30.268242 
30.539400 
31.941252 
36.980486 
31.729382 
29.397946 
28.670424 




23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


« = I 
2 
3 
4 

5 
6 

7 
8 


31.641921 
37.969219 
38.127379 
36.538625 
39.201971 
35.898563 
33.737693 
31-141325 


31.892494 
35.809580 
37.779948 
36.409020 
38.934044 
35.589488 
33.358652 
30.543674 


30.534023 31.164249 
37.202419 , 36.744161 
37.414651 36.956349 
36.816011 ' 36.357715 
39.328445 . 38.870121 
36.180235 35898749 
34.000427 1 33.772567 
31.287897 31.191115 


26.884043 
33.955549 
34.167793 
33.569087 
36.081465 
33.286561 
30.400335 
29.601369 


25.197719 
32.202637 

32.414879 
31.816179 
34.328563 
31.467043 
29.490053 
29.290707 


32.665651 

38.554935 
37.957937 
36.952599 
39.303031 
35.954475 
33.634079 
30.365793 




35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


« 5= I 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 


32.356153 
37.582595 
37.638953 
37.044487 
39.386615 
36.471045 
34.303999 
31-585373 


30.390731 
36.782599 
36.839029 

36.244471 
38.586525 

35.945403 
33.852231 
31.318069 


28.850249 
34.608689 
34.665029 
34.070483 
36.412467 
34.017827 
31-773003 
30.640217 


27.790895 
33.572041 
33628383 
33.033841 
35-375841 
32.890557 
30.986285 
31.003669 


33.331021 
38..429701 
38.637203 
35.312487 
37.580349 
36.124837 
34.H1933 
31.792471 


31.385341 
37.039549 
37.247059 
33.921981 
36.189127 
35.169071 
33.212257 
30.908459 


30.427754 
35.691600 
35.899096 
32.573568 
34.840024 

34.152352 
32.245100 
30.976182 
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Werthe der log 6«. 






aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


a = 1 


29435303 


35.241078 


31.851903 


30.947586 


33.178787 


32.116793 


27.860759 


2 


34.704613 


30.950076 


26.7 II 107 


25.618430 


29.458137 


28.390517 


24.455393 


3 


34.912109 


31.785476 


28.272767 


27.261442 


30.431337 


29.362561 


25.481 121 


4 


31.586629 


31.283324 


29.287499 


28.319736 


29.667055 


28.538195 


25.907381 


5 


33.853237 


34.493406 


32.418209 


31.427558 


32.705253 


31.517645 


29.395999 


6 


33.047561 


38.469754 


36.426967 


35328982 


36.732567 


35.300679 


34.188797 


7 


31.279691 


36.574986 


35.022581 


33.678202 


36.129329 


33.926369 


34.683423 


8 


31.398955 


34.389616 


33.605921 


34.038292 


34.591109 


34.795615 


33867943 



Werthe der log 6^+« • 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


« = I 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— c» 


2 


27.147719 


26.121347 


25.032841 


26.366561 


25.583221 


28.147836 


30.494308 


3 


29.261497 


28.175789 


26.987215 


28.227051 27.382777 


29.972848 


28.464742 


4 


33.512465 


32.347743 


30.987201 


32.123097 31.215913 


31.980034 


32.916086 


5 


37.153989 


35.922811 


.34.364375 


35.438457 , 34.531085 


35.296330 


36.231972 


6 


34.832195 


32.757745 


33.947685 


31.678909 


30.785649 


31.533370 


32.470516 


7 


34.988145 


33.398991 


32.431259 


31.740289 


30.834545 


31.597452 


32.533422 


8 


29.008597 


29.887609 


29.592701 


30.402603 


30.235035 


28.602704 


28.670424 




23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


aa=i 


— CX) 


— 00 


— cx> 


-00 


— cx> 


— 00 


— 00 


2 


25.793489 


25.245692 


26.781299 


26.109795 


29.344387 


32.036319 


25.087513 


3 


27.500981 


26.940618 


28.374231 


27.638355 


31-151977 


28.131059 


26.777623 


4 


30.603295 


29-907564 


31.164963 30.283999 


3I.34II81 


32.589733 


29.685885 


5 


34.350137 


33.984820 


35.273273 j 34.392353 


35-450815 


36.698477 


33.886991 


6 


35.083589 


34.988062 


34.113825 1 33.229965 


34.293805 


35.540481 


34-954385 


7 


35-397539 


30.993874 


34.285245 ' 33.403613 


34.464751 


35.711635 


33.886937 


8 


31.141325 


30.543674 


31.287897 3i-i9i"5 


29.601369 


29.290707 


30.365793 




35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


«s=I 


— c» 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


2 


26.600491 


26.285539 


29.012209 


30.994225 


25-663577 


26.090109 


28.390862 


3 


28.168317 


27.783337 


30.820833 


27.818399 


27.067469 


27.430639 


30.202762 


4 


30.865207 


30.304071 


30.738387 


31.269991 


29.267239 


29.234381 


28.805150 


5 


35-078791 


34.517641 


34.954103 


35.484357 


33.524027 


33.490973 


33.072370 


6 


33.650571 


33.092905 


33-527429 


34-057125 


35.704001 


35.668671 


35.262672 


7 


34.1 5961 1 


33-598129 


34.037269 


34.566613 


34.054867 


34.019047 


33.613616 


8 


31.585373 


31.318069 


30.640217 


31.003669 


31.792471 


30.908459 


30.976182 




48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


« = I 


— 00 


— c» 


— c» 


— 00 


— 00 


— 00 


— c» 


2 


30.340223 


27.676364 


31.532963 


33.366716 


31.569173 


33.312647 


35.031667 


3 


27.952559 


28.917878 


33.353527 


31.260248 


33.397789 


31.337367 


35.583019 


4 


29.291745 


26.589444 


28.739753 


28.469944 


28.901619 


28.626965 


30.325365 


5 


33.552463 


30.783140 


32.397719 


32.307684 


32.642767 


32.553449 


33.761871 


6 


35-738709 


31.037580 


30.053407 


29.876010 


31.654405 


31.823885 


31.537927 


7 


34.089613 


29.147530 


27.573027 


26.814456 


29.689131 


29.866937 


29.463935 


8 


31.398955 


34.389616 


33.605921 


34.038292 


34.591109 


34-795615 


33-867943 
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3^ Quadrate, positiv. 
Werthe der log &«• 



uß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


a = I 


26.37443 


28.00704 


28.81127 


27.99776 


28.11001 


21.27620 


17.13827 


2 


3337616 


33.78933 


34.08086 


22.65868 


24.38349 


17.87016 


13.71644 


3 


3358840 


33.84568 


34.28835 


24.30628 


25.35548 


18.89563 


14.73577 


4 


32.98970 


33.25113 


30.96288 


25.36779 


24.52996 


19.30555 


14.62492 


5 


35.50208 


35-59313 


33.22948 


28.47608 


27.51007 


22.78212 


17.26999 


6 


32.64219 


33."oio 


32.42677 


32.38260 


31.30517 


27.54940 


22.82292 


7 


30.58200 


3109873 


30.53672 


30.56811 


29.61690 


28.01098 


24.20377 


8 


28.19496 


28.79071 


28.39001 


28.54562 


27.78044 


26.43208 


26.16093 


aß 


23 


24 


25 


• 26 


27 


28 


34 


a==l 


29.60637 


30.23983 


29.33596 


29.46708 


22.50526 


18.02239 


30.67434 


2 


35.38866 


35.50941 


23.99688 


25.74055 


19.09922 


14.60057 


35.94392 


3 


3544501 


35.71691 


25.64448 


26.71255 


20.12469 


15.61990 


36.15142. 


4 


34.85046 


32.39143 


26.70599 


25.88703 


20.53461 


15,50904 


32.82594 


5 


37.19246 


34.65804 


29.81428 


28.86714 


24.011 17 


18.15412 


35.09255 


6 


34.70943 


33.85532 


33-72079 


32.66224 


28.77845 


23.70705 


34.28983 


7 


32.69806 


31.96527 


31.90631 


30.97397 


29.24004 


25.08790 


32.39978 


8 


30.39004 


29.81856 


29.88382 


29.13750 


27.66114 


27.04505 


30.25307 


«^ 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


« = I 


29.97319 


29.85452 


23.65792 


19.87061 


30.28994 


29.58624 


24.18090 


2 


24.63410 


26.12799 


20.25188 


16.44879 


24.95086 


25.85972 


20.77486 


3 


26.28171 


27.09998 


21.27735 


17.46812 


26.59846 


26.83171 


21.80033 


4 


27.34322 


26.27446 


21.68727 


17.35726 


27.65997 


26.00619 


22.21025 


5 


30.45151 


29.25457 


25.16383 


20.00234 


30.76826 


28.98630 


25.68681 


6 


34.35802 


33.04967 


29.93111 


25.55527 


34.67478 


32.78140 


30.45409 


7 


32.54354 


31.36140 


30.39269 


26.93612 


32.86029 


3109313 


30.91567 


8 


30.52105 


29.52494 


28.81379 


28.89327 


30.83780 


29.25667 


29.33677 


«/3 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


a = 1 


20.44913 


33.60318 


27.27388 


23.59874 


28.34589 


24.56062 


23.81052 


2 


17.02730 


29.87665 


23.86784 


20.17691 


24.93985 


21.13879 


20.38870 


3 


18.04664 


30.84865 


24.89331 


21.19624 


25.96532 


22.15813 


21.40803 


4 


17.93578 


30.02313 


25.30323 


21.08539 


26.37524 


22.04727 


21.29718 


5 


20.58085 


33.00324 


28.77980 


23.73046 


29.85180 


24.69234 


23.94225 


6 


26.13378 


36.79834 


33.54708 


29.28339 


34.61908 


30.24527 


29.49518 


7 


27.51463 


35.II007 


34.00866 


30.66424 


35.08067 


31.62612 


30.87603 


8 


29.47179 


33.27360 


32.42976 


32.62140 


33.50177 


33.58328 


32.83318 
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Werthe der log6n+o. 



aß 


12 


13 


14 


15 


.6 


17 


18 


a = 1 


— 00 


— CO 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


2 


26.33408 


25.02445 


23.83015 


24.50958 


23.12862 


25.97721 


27.98481 


3 


28.44786 


27.07889 


25.78452 


26.37007 


24.92818 


27.80222 


25-95524 


4 


32.69883 


31.25084 


29.78451 


30.26612 


28.76132 


29.80941 


30.40659 


5 


36.34035 


34.82591 


33-i6i68 


33-58148 


32.07649 


33-12571 


33.72247 


6 


34.01856 


31.66084 


32.74499 


29.82193 


28.33105 


29.36275 


29.96102 


7 


34.17451 


32.30209 


31.22856 


29.88331 


28.37995 


29.42683 


30.02392 


8 


28.19496 


28.79071 


28.39001 


28.54562 


27.78044 


26.43208 


26.16093 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


« =s I 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


2 


25.04220 


24.52058 


25.37722 


24.05618. 


27.40415 


29.79066 


24.97479 


3 


26.74969 


26.21550 


26.97016 


25.58474 


29.21174 


25.88540 


26.66490 


4 


29.85201 


29.18245 


29.76089 


28.23039 


29.40095 


30.34408 


29.57316 


5 


33.59885 


3325970 


33.86920 


32.33874 


3351058 


3445282 


33.77427 


6 


34.33230 


34.26295 


32.70975 


3117635 


32.35357 


33.29483 


34.84166 


7 


34.64625 


30.26876 


32.88x17 


31.35000 


32.52452 


33.46598 


33.77421 


8 


30.39004 


29.81856 


29.88382 


29.13750 


27.66114 


27.04505 


30.25307 


aß 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


a = i 


c» — 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


2 


25.53617 


24.49241 


27.18579 


28.88383 


24.70891 


24.43832 


26.75145 


3 


27.10399 


25.99021 


28.99441 


25.70800 


26.1. 1280 


25.77885 


28.56335 


4 


29.80088 


28.51094 


28.91196 


29.15959 


28.31257 


27.58259 


27.16574 


5 


34.01447 


32.72451 


33.12768 


3337396 


32.56936 


3«.839i8 


31.43296 


6 


32.58625 


31.29977 


31.70101 


31.94673 


34-74933 


34.01688 


33.62326 


7 


33.09529 


31.80500 


32.21085 


32.45622 


33.10020 


32.36725 


31.97421 


8 


30.52105 


29.52494 


28.81379 


28.89327 


30.83780 


29.25667 


29.33677 


«/J 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


a=si 


— c» 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


— 00 


2 


28.41306 


26.56035 


30.35680 


31.94982 


30.47983 


32.10031 


33.99691 


3 


26.02539 


27.80186 


32.17737 


2984335 


32.30845 


30.12503 


34.54826 


4 


27.36458 


25.47343 


27.56359 


27.05305 


27.81228 


27.41463 


29.29061 


5 


31.62530 


29.66613 


31.22156 


30.89079 


31.55342 


31.34111 


32.727" 


6 


33.81154 


29.92157 


28.87725 


28.45911 


30.56506 


30.61155 


30.50317 


7 


32.16245 


28.03152 


26.39687 


25.39756 


28.59979 


28.65460 


28.42918 


8 


29.47179 


3327360 


32.42976 


32.62140 


3350177 


33.58328 


32.83318 
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i) 3*- Quadrate, positiv; 2) 3^ Quadrate, posi 
Werthe der log SbaPa* 



tiv. 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


I) 

2) 


44.710766 
4109315 


45.285244 
41.44164 


45.013826 
41.45632 


45-657674 
40.22965 


45.242898 42.756914 
39.57862 1 35-50158 


4i.3«5657 
32.19075 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


I) 
2) 


45.326591 
43.04096 


44.702346 
42.88538 


44.870612 
41.56784 


44-443290 
40.93569 


41.687548 
36.73063 


39.919304 
33.07487 


45-737430 
43.31938 


«/9 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


I) 

2) 


45.157181 
42.20507 


44.392147 
41.32313 


42.288572 
37.88328 


41.223778 
34.92308 


45.794771 
42.52183 


44.393216 
41.05485 


43.074884 
38.40627 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 . 


68 


78 


I) 
2) 


42.079941 
35-50I6I 


46.720910 
45.07178 


44.257362 
41.49925 


43.177135 
38.65121 


44.809404 
42.57126 


43.582821 
39.61309 


42.153042 
38.86300 







Werthe der 


log :s6n+ 


«Pn+a . 






aß 


12 


13 


14 

38.920866 
37.71817 


15 

39.960963 
38.10398 


16 

39.059390 
36.60479 


17 


18 


I) 
2) 


41.419618 
40.60598 


40.223463 
39.12657 


39.829309 
37.65868 


40.757637 
38.24814 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


34 


2) 


40.738970 
39.98769 


39.079186 
38.35408 


39.765789 
38.36172 


38.955169 
36.90155 


40.058478 
38.11825 


41.237816 
38.99217 


39.433824 
39.32110 


aß 

l) 
2) 


35 


36 


37 


38 


45 


46 

39.876701 
38.22491 


47 


39.631236 
38.56692 


39.107843 
37.31472 


39.637292 
37.81087 


40.081467 

37.97107 


39.940750 
38.98608 


39.5255" 
37.88611 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


I) 
2) 


39.976498 
38.04934 


41.408634 
40.29262 


41.708312 
40.53215 


41.783953 
40.36706 


41.966764 
40.87743 


42.037363 
40.82503 


44.004441 
42.96968 



i) 4. Producte, positiv; 2) 5. Produc 
Werthe der log 2aaaPa • 



te, positiv. 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


I) 


38.603773,» 
36.983048 


37.945745« 
36.519508 


36.258184H 
34.833485 


37.984647»» 
36.710739 


36.669065 n 
35.372031 


34.944417« 
33.660309 


34.424579« 
33.192040 


aß 


23 


24 


25 


26 


27 


28 . 


34 


I) 
2) 


39-335895« 
36.535591 


37.2753oin 

35-839181 n 


38.349647 n 
36.804188»! 


37.146903« 
35.871532« 


35-3954l6n 
33.998061»» 


34.593535« 
33.306621 


38.358871« 
36.498324»» 


aß 


35 


36 


37 


38 


45 


46 


47 


I) 
2) 


38.68272in 
37.3ii7i7n 


37.47466in 
36.304895» 


35-730789« 
34.44682911 


34.862429»! 
33.557234 


38.806403 n 
37.239887 


37.384430 H 
35.680135 


35.649424« 
34.047963 


I) 
2) 


48 


56 
42.243349« 

40.228007 n 


57 


58 


67 


68 


78 


35.05271011 
33.808627 


40.127369« 
37.990487« 


39.192357,! 
37,900294 


40.716791»! 
38.144428 


39.565093« 
38.194152 


40.117139« 
38.238454 
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Werthe der log 2an+an+aPn+a . 



aß 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


I) 

2) 


48.140022 
48.142262 


48.139174. 
48.151648 


48.257048 
48.068516 


48.177297 
48.174897 


48.182957 
48.168839 


48,188327 
48.166998 


48.180795 
48.171998 


aß 


23 


24 1 25 


26 


27 , 28 


34 


2) 


47.477251 
46.481640 


47.485946 
47.335870« 


47.065076 
47034577 


47.135858 
46.942358 


47.178281 
46.910247 


47.110718 
46.992718 


47.719189 
47.39273« ♦» 


aß 


35 


36 ' 37 


38 


45 


46 


47 


2) 


46.951463 
46.891947 


46.989808 
46.757828 


47.079832 
46.707702 


46.994685 
46.832659 


47.538000 
47.5^874 


47.509560 
47.483268 


47.564035 
47.474267 


aß 


48 


56 


57 


58 


67 


68 


78 


I) 
2) 


47.539009 
47.497928 


46.686311 
46.316322»» 


46.5818J3 
46.430688». 


46.315812 
45997822 »i 


46.787585 
45.795271« 


46.620360 
46.032086*1 


46.699561 
46.230654 



In der foIgeDden Zusammenstellung der Beiträge der einzelnen Gruppen 
zu den Werthen der s'x haben wir unter der Bezeichnung i\ + i^ Quadrate 

positiv der Reihe nach die Summe der Werthe — -^aga^ßaßßPß und 

^^ßo^aßPßi unter der Bezeichnung i\ Quadrate negativ die Summe der 

9 a ßi^ 
Werthe — -^ agg^fi cißßPß und +-ia'lf^Pa aufgeführt; ganz Analoges gilt 

9a 9a 

von den aus den Gliedern 2 hervorgehenden Beitragen. Alles Andere bedarf 
keiner Erklärung. 







Beiträge 


von 2fiÄ^*) zu den Werthen der s^ 


• 






I 

— o':52i8i3 

—0.024339 
+0.236090 
—0.076976 
—0.022976 
+0.087312 
—0.000663 


2 


3 

— o':2205o8 
—0. II 3860 

+0.137854 

— 0.024436 

-0.251783 

+0.652229 
—0.007677 


4 

-o':67i55i 
—0.031705 
+0.048003 
—0.004421 
—0.075172 
+0.151956 
—0.001842 


5 
— o':i932i2 

—0.012755 
+0.362917 

-0.174724 
—0.296371 
+0.571387 

-0.019086 


6 

—07071458 
— 0.012806 
+0.081602 
—0.020892 
—0.006254 
+0.01 1977 
+0.000109 


7 


8 


ia + ib| 
Qa.pos.( 

Ib ( 
Qu.neg.l 
3» + 3*» 

4 

5 


-o':254545 
—0.081795 
+0.128700 
—0.031177 
—0.273071 

+0.731795 
—0.007088 


—07072715 
—0.048388 
-f-0.041660 
—0.005326 
—0.002426 
-f-0.008794 
—0.000090 


—07007257 
—0.003857 
+0.001044 
—0.000164 
—0.000196 
+0.001495 
+0.00001 1 


Summen 


-o':323365 


+0:212819 


+0:171819! +o':oi5268'+o':238i56 


—0:017722 


—07078491 —07008924 




9 10 


II 


12 


13 


14 


15 


16 


2» + 2b J 

Qu.pos. 1 

2b 

Qu. neg. 
3* + 3»> 

4 
5 


—0:004873 
—0.000133 

+0.008594 

—0.003588 

0.000000 

0.000000 

0.000000 


— o':ooi595 
—0.000946 
+0.001483 
—0.000042 
-0.009195 
+0.019724 
+0.000421 


— o':oo54o6 
— 0.001618 
+0.003154 
— 0.000401 

—0.053414 
+0.1 405 18 
—0.000174 


—0:111779 
—0.021879 
+0.070258 
—0.028466 
—0.457440 
+0.901838 
—0.032283 


— 07083 906 
—0.067887 
+0,040299 

—0.00 II 93 
—0.322960 
+0.659170 
— 0.01055 1 


— 07148996 
—0.079483 

+0.067493 
—0.0 180 II 

-0.307459 
+0.724341 
—O.Ol 5861 


—0V3 10379 
—0.025897 
+0.026470 
—0.004906 
—0.249828 
-f-0.689270 
+0.000895 


-07043715 
— 0.001152 
+0.015115 
—0.001676 
—0.296839 

+0.93 H93 
—0.003855 


Summen 


o'.'oooooo: -1-0:009850 +0:082659 


+07320249 


+o':2 12972 


+07222024 


+o7i25625| +07599371 1 
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Was nun die Beiträge von 2dR^6 su den Werthen der s^ betrifft, so 
haben ^ir uns überzeugt, dass merkbare Zusätze nur zu den Sg — und 
auch nicht zu allen diesen s^ — entstehen, die allein auftreten würden, 
wenn man das System der vier äusseren Planeten als ein unabhängiges System 
betrachten wollte; wir wollen uns desshalb bei dieser ersten Näherung mit 
der Berechnung der Beiträge von zdR^e zur s[, sij Sj, s's, s[oy Szz) sU be- 
gnügen. 

Wir theilen in ähnlicher Weise die Hauptmomente der Berechnung der 
Beiträge von 2 dR^ß zu den s'^ mit : Für die 4 Guben i geben wir die Werthe 

|9=j=a y>/» y>|9; /»,y=|=a 

i) Guben. 





positiv 


negativ 


positiv 


negativ 


loga 


33.317088 


32.568985 


31.979998« 


31.189361 


log I 


53.606068 


53.518339 


53.143351 


51.824498 


log 6 


57.104041 


57.017805 


56.643184 


55.326412 


log 7 


55.742980 


55-344731 


54.828927 


53.987727 


log 8 


54.183237 


53.512720 


52.806982 


52.040850 


log 6 


64.899702 


64.811984 


64.436984 


63.120181 


logi' 


83.060175 


82.795860 


82.126094 


81.190393 


log 6' 


86.560879 


86.296568 


85.626804 


84.691105 


log 7' 


87.377552 


87.113578 


86.443979 


85.208358 


log 8' 


85.801153 


85.381082 


84.608949 


86.210168 



Für die 2 Quadrate 2) geben wie die Werthe a und a, die hier die- 
selben Ausdrücke bedeuten wie bei i). 

2) Quadrate. 





positiv 


negativ 


loga 
log I 
log 6 
log 7 
log 8 


45.165429 
77.297220 
80.795168 
79.435690 
77.878183 


44.064260 
76.520075 
80.019601 
78.354041 
76.516679 



Für die zwei Complexe 3) setzen wir die Werthe a =S^^ßPß) ^ =^P^ßßPßf 
»' =^Pbn^ßPn^ß^ OL =2^/» aaßVb^Pß an. 
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3) Producte. 





positiv 


positiv 


positiv 


positiv 


logV6i 


9.018333 


8.553377 


9.61 1694 


8.711319 


10gl/fc6 


10.615911 


10.745793»» 


10.5x8421»» 


10.834055 


log y 67 


9.771776 


9.838549»» 


9.234145» 


9.955754 


log 1/68 


8.853544 


8.827306»» 


8.381645 


8.991336 


logv^;; 


5.496918 


5.470680 


5.025020 


5.634710 


logV^,, 


6.1 17675 


6.091437 


5.645777 


6.255467 


log>/676 


8.853544 


8.827306 


8.381646 


8.991336 


loga 


29.505269 


29.338638 


30.525791 


29.533823 


log 6 


37.432150 


37.330636 


36.878161 


36.87816111 


loga' 


24.726105 


24.673630 


22.782309 


25.001689 


logi 


44.935215 


45.894235»» 


45.203717»» 


45.520125»» 


log 6 


46.841296 


47.199299 


47.797126 


46.900016»» 


log 7 


46.801844 


46.169452»! 


46.888210 


46.605467 »» 


log 8 


45.936449 


45235923« 


45.984082 


45.674109»» 



Für die zwei Complexe 4) geben wir die Werthe a und a' an, die hier 
dieselben Ausdrücke bedeuten, wie bei 3). 

4) Quadrate. 





positiv 


negativ 


log Vbr 

log 1/66 
log 1/67 

log y 68 
lOgVöTo 

iogy6xi 
iogy6i6 

loga 
loga' 


17.729064 
18.604203 
17.924804 
17.149308 

13.792681 
14.413438 
17.149307 

46.759392 
41.317632 


16.408887 
18.601303»» 
17.694059»» 
16.682816»» 

13.326190 

13.946947 
16.682816 

45.049656 
40.384650 



Für die 3 Complexe 5) stellen wir die Werthe 

a=^ßaßßPß7 a'=^/»a»»+|9»»+|9P»»+i9, b=2^2'^^}yWv ^"^ « =^/» »«!??/» 
zusammen. 
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5) Producte. 





positiv 


positiv 


positiv 


loga 


36044535 


35.1431641» 


35-517557 


loga' 


26.686311» 


26.686311 


26.686311 


log 6 


68.572131 


70.999973 


70.051288 


logi 


56.839173 


59.706227 


58.750045 


log 6 


60.760811 


63.206176 


62.257439 


log 7 


61.427741 


61.436065 


61.372679 


logg 


59.565776 


59.436544 


59.351088 



Für dcD einen Complex 6) Iheilen wir die Werthe a =S^<? (^ßßPßj 

a'=^ßan+ßn+ßPn+ßj b' =^ß^Y al^+^n+yPn+ßn+Y ^^^ ^+^ =^P <+an+ßPn+ 

Y>P /*v« 

mit. 

6) Product. 





positiv 


loga 


43.021597 


loga' 


26.686311 


log 6' 


49.217431 


log 10 


39.640352 


log II 


40.881839 


log 16 


42.198445 



Für den Complex 7) gentigt der eine Werth a =^ßcißßPfi 

7) Product. 





positiv 


loga 


61.645784 



und für den Complex 8) der Werth a' ^=^^ Qn^ßn+ßPn+ß 

8) Quadrat. 



loga' 


42.914407 
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Die einzelnen Complexe geben nun folgende 

Beiträge von zdB^e zu den Werthen der s'^. 





I 


6 


7 


8 


9 


10 


II 


16 


aus i) 


-3':495658 


-o':o85359 


—o'.'o 17294 


— o''ooo299 


o'.'oooooo 


o'.'oooooo 


o'.'ooooooi o'.'oooooo 


2) 


—5.346262 


—0.088811 


-O.OI775I 


—0.000331 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


3) 


—0.089222 


—0.008697 


—0.000821 


—0.000009 


O.OOOOQO 


—0.000012 


—0.000144 


—0.458605 


4) 


—0.029588 


—0.000221 


— 0.000048 


—O.OOOOOI 


0.000000 


—0.000007 


—0.000081 


—0.256230 


5) 


+0.089221 


+0.008697 


+0.000821 


+0.000009 


0.000000 


+0.000012 


+0.000144 


+0.458606 


6) 


— 0.000300 


—0.000006 


— O.OOOOOI 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


—0.000003 


-0.005331 


7) 


+0.026751 


+0.000164 


+0.000039 


+0.000001 


0.000000 


+0.000006 


+0.000073 


+0.231027 


8) 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


0.000000 


—O.OOOOOI 


—0.001450 


Summen 


-8':845o58 


-o'.'i 74233 


— o':o35o55 


— o'.'ooo630 


0.000000 


— o'.'oooooi 


— 0'.'0OO0I2 


— o''o3i983 



Die Berechnung der Beiträge der in den tffjtx linearen Tbeile der Reihen 
für idR macht nur sehr unbedeutende JMühe. Das Resultat ist, indem wir 
der Reihe nach die Beiträge von 2dRof^<=^ß zdRaß^ 2Rp einzeln anführen, 
dieses: ^'^ 

Beiträge von zdR zu den Werthen der «i. 



I 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


—0' '0000 13 

+0.000134 
—0.004930 


— ©.'015679 
+0.224390 
—0.058176 


— o'.'oi592o 
+0.209090 
—0.060564 


— o'.'o4654o 
+0.120850 
—0.023402 


— o'.'372740 
+0,060946 
—0.006839 


— o'.'oooo45 
+0.000313 
—0.014433 


— o'.'ooooo3 
+0.000026 
— 0.001112 


o'.'oooooo 
+0.000001 
—0.000031 


— o'.'oo48o9 


+o'.'i50535 1+0:132606 


+07050908 


—o'/3 18633 


—o'.'o 141 65 


— o'.'ooio89 


— o'.'oooo30 


9 


10 


II 


12 


13 


14 


^5 


16 


+o''oooo82 
+0.0000 1 1 
+0.012068 


+0 .'0000 12 
+0.000006 
+0.001399 


+o'.'ooooi9 
+0.000021 
+0.000726 


+o'.'29325o 
+0.049986 
+0.010886 


+o'.'i 29030 
—0.200440 
+0.019503 


+o':oo6i95 
—0.102544 
+0.087186 


+o'io25957 
—0.362890 
+0.031354 


+o'.'ooooi8 
—0.0002 II 
+0.006356 


+o''oi2i6i 


+o'.'ooi4i7 


+o':ooo766 


+o'.'354i22 


— o':o5i9o7 


— o'.'oo9i63 


-o':305579 


+0:006163 



Man sieht, dass die Beiträge der Glieder ersten Grades in den tSxX der 
Reihen für 2dR Grössen von derselben Ordnung sind, wie die der Glieder 
zweiten Grades der Reihe für 2eR^^^; die Beschränkung hier auf Glieder 
ersten, dort auf Glieder zweiten Grades ist also in gleichem Maasse berech- 
tigt und die einseitige Berücksichtigung von Gliedern zweiten Grades in den 
Reihen für zdR ist als mindestens unnöthig, ja als unzweckmässig anzusehen, 
weil nichts dafür spricht, dass durch sie eine Verbesserung der Werthe der 
Sn entstände. 

Während die Reihen für 2dR^6 merkbare Beiträge nur zu den Werthen 
der s'tc ergeben, die zum Partialsysteme der vier äusseren Planeten gehören. 
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veräDdern die Reihen für 2 dB in der Hauptsache gerade nur die anderen 
Werthe der 5^. 

Fügt man die berechneten Incremente zu den Werthen der s^, die auf 
Seite 100 und 107 angegeben worden sind, hinzu, so ergeben sich die 
folgenden Werthe der s^: 



ä; = -3i:'456547 


«9 = -4- o7oi2i6i 


Sa = — 17.809551 


s[o = + 0.692244 


Ä'3 = — 17.222949 


/„ = + 3.000288 


< = — 7.362121 


s[. = + 5.871858 


55 = — 5.601406 


sis = + 6.849627 


s'e = — 3-918590 


5^4 = + 17.943143 


5; = — 2.826312 


5x5 =+ 18.863322 


58 = — 0.644839 


S[6 = + 26.308314 



Die Berechnung der Zusatzglieder zu den s^ ist sorgfältig von Zahl 
zu Zahl revidirt worden; wo sich eiofache, und scharfe Controlen darboten, 
wie die Anwendung des bekannten Satzes über homogene Functionen, haben 
sie oft Anwendung gefunden. Partielle gute Controlen sind, dass die Zusatz- 
glieder zu Sg aus 2eR^^^ verschwinden und dass sich die Beiträge der Theile 
3 und 5 von 2^l?56 zu allen s^ gegenseitig zerstören. 

Was die Unsicherheit betrifll, die den vorläufigen Werthen der «i wegen 
der Unsicherheit in den Werthen der Massen, wegen der vernachlässigten 
Theile der Sttfrungsfunotion und wegen der Abweichung der zur Anwendung 
gelangten Werthe der C^ von den wahren anhaftet, so glaube ich zu der 
Annahme berechtigt zu sein, dass sie, mit Ausnahme des Werthes von 5',, 
nur durch eine ganz ungünstige Anhäufung kleiner Beträge sehr wenige 
Hunderstel Secunden übersteigen könne; die Unsicherheit aber im Werthe von 
s'r ist entsprechend dem bedeutenden Beitrage der Reihen für zdR^e höher 
und wohl auf eine grössere Anzahl von Hunderstel Secunden zu veranschlagen. 

Die Werthe sind als genügend genau anzusehen, um mit ihnen die Be- 
stimmung von «S^'^, 6'S<») u. s. w, vorzunehmen, wenn man sich vorbehält, 
nöthigen Falles für einzelne besonders grosse Glieder nachträglich verbesserte 
Werthe in Anwendung zu bringen. 

Zweckmässig würden wir an die mitgetheilte Berechnung der s'^ sogleich 

ds' 
die der ttt anschliessen ; dass wir dieses, weil diese Berechnung noch nicht 

durchgeführt worden ist, nicht thuen, ist desshalb von geringer Bedeutung, 

weil für den ersten weiteren Schritt, die Integration der JACOBi-HAMiLTON'schen 

ds' 
Differentialgleichung, die Kenntniss der Werthe -^ nicht nöthig ist. 

Die Zusatzglieder aus 2eR^^^ zu den ^x bis Ss und Stt und s^e sind, ohne 
Rücksicht auf Neptun, der damals noch nicht bekannt war, von Lb Verrikr'^) 
berechnet worden; denn dass in der That Lb Verribrs Verfahren, die 



*) T. IL Add. au chap. IX, p. [38] sqq. 
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Incremenie der s^ zu bestimmen, in der Hauptsache mit dem unsrigen, 
wohl nur wesentlich einfacheren'*'), übereinstimmt, ist nicht schwer zu er- 
kennen. Lb Ybrribr hat dabei das Partialsystem von Jupiter, Saturn und 
Uranus als von den übrigen Planeten unabhängig betrachtet. Seine Werthe 
sind 



OSr = —0.3231 




^5a = + 0.1472 




ds^ = + 0.1607 


äs, = 0" 


ds^ = — 0.0033 


dstz = + 0.05806 


ds^ = + 0.1765 


dSiß = + 0.6091 


dsß = — 0.01517 




ösj = — 0.05872 





Die Uebereinstimmung dieser Zahlen mit den unsrigen ist in Anbetracht der 
bedeutenden Abweichungen der Le VBRRiBR'schen Werthe der Constanten, 
namentlich der Massen, von den von uns angenommenen, und in Anbetracht 
des Fehlens des Neptun, als unverdächtig zu betrachten. Die Incremente 
von Sjoj ^X3 bis ^15 giebt Le Verribr nicht an, weil er die aus der Unsicher- 
heit der Massenwerthe entstehende Unsicherheit der nicht aus dem Partial- 
systeme des Jupiter, Saturn und Uranus herrührenden Werlhe für Grössen 
gleicher Ordnung wie jene Incremente hält. Obwohl diese Bemerkung nament- 
lich wegen des Fehlens des Neptun wohl in noch stärkerem Grade richtig 
ist, als Le Yerrier gewusst hat, kann sie um so weniger die Berechtigung 
ergeben, die Incremente wegzulassen, als die Unsicherheit in den Werthen 
der Massen seit Le Verriers Rechnungen sehr wesentlich geringer geworden 
ist; unserer Auffassung stimmt übrigens Le Verrisr selbst zu, indem er 
erklärt, dass jene Incremente gross genug seien, um ihre Berücksichtigung 
bei Lösungen, die sich auf sehr weit entlegene Zeiten erstrecken sollen, 
unerlässlich zu machen**). 

Dass aus Gliedern dritter Ordnung in den Massen nicht unbeträchtliche 
Beiträge zu den Werthen der ^ entstehen könnten, scheint Le Verrier 
wenigstens als möglich in Erwägung gezogen zu haben***); seine Bemerkung 
aber in Bezug auf die aus 2sR^^^ entstehenden Incremente: »dass die berühmten 
Geometer, die sich mit den säcularen Störungen beschäftigt haben, weit 
davon entfernt gewesen seien, zu vermuthen, dass die Glieder dritten Grades 
den Exponenten so beträchtliche Gorrectionen hinzufügen könnten crf) trifit 
wohl in Bezug auf ihn selbst, wenigstens zur Zeit, da er den zweiten Band 
der Annalen schrieb, mit Rücksicht auf die aus zöB^e hervorgehenden Gor- 
rectionen zu. Obgleich ich von allem Anfange an von der Nothwendigkeit 



*) Le Verrier selbst sagt p. [49]: »Od pourra sans deute arriver ä Teffectuer d'une 
mani^re plus simple«. 
**) T. II, p. [50]. 

***) ib. p. [48]: »Nous faisoDS toutefois abstraction de TiDfluence des termes constants 
qui, dans la fonction perturbatrice, döpendraient des puissances supörieures des masses.a 
+) ib. p. [50]. 
Harzer, S&cnlare Yeränderangen. ... 
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Überzeugt war, diese Glieder in Rücksiebt zu ziehen, bin ich davon Ober- 
rascht gewesen, dass der EinQuss von 2dBs6 auf die s^ so beträchtlich ist, 
dass es als völlig unzulässig betrachtet werden muss, jenen EinOuss nidit 
sogleich in Rechnung zu ziehen. Später hat Le Verribr den Einfluss dieser 
Glieder in der That berücksichtigt*), dabei aber die trigonometrische Form 
der Lösung aufgegeben. 

Sollte sich nun etwa ein Bedenken gegen unser Verfahren wegen der 
Grösse des Incrementes von Sz erheben, so wollen wir hier nur betonen, 
dass wir bisher nur algebraische Transformationen ausgeführt haben, keine 
Integrationen, und dass sich ein Bedenken erst an die Grösse der aus 2dR^6 
entstehenden Coefficienten knüpfen kann. 



Wahl des Periodicitätsmodulß. 



Wir haben schon früher die Gründe auseinandergesetzt, die uns bestim- 
men, für l eine grosse Zahl zu wählen und wir werden die bereits als 
zweckentsprechend bezeichnete Zahl / = 400 für unsere numerischen Rech- 
nungen adoptiren. In unsern weitern Untersuchungen spielen auch die 
numerischen Werthe des in den theoretischen Betrachtungen auftretenden 
Ausdrucks 

9{o) = — "- 

al 



^^"M^W 



eine Rolle; wir stellen desshalb im Folgenden zuerst die Werthe der q{a) 
für das allein in Frage kommende Bereich der ganzen Zahlen a zwischen 
o und ^l = 123.4292 zusammen. Jedesmal wenn in der Entwickelung für 
S ein Divisor a auftritt, der kleiner als 123 ist, kann das entsprechende 
Glied durch Anwendung des transformirenden Factors verkleinert werden 
und die absolute Summe der entsprechenden Glieder von S ist dann die- 
selbe, als wenn das Glied statt a den Divisor q(a) erhalten hätte. 



a 


log5(tf) 


<r 


log <?(<;) 


<r 


log 9 (ff) 


ff 


log 9 (ff) 


ff 
28^ 


log 9 (ff) 


ff 


log 9 (ff) 





2.121272 


7 


2.121181 


14 2.120908 


21 2.120454 


2.119816 


35 


2. II 8995 


1 


2.121270 


8 


2.121153 


15 


2.120854 


22 2.120375 


29 


2.119710 


36 


2. II 8862 


2 


2.Z21264 


9 


2.121121 


16 


2.120797 


23 • 2.1 20291 


30 


2.119600 


37 


2.1 18726 


3 


2.121255 


10 


2.121086 


17 


2.120736 


24 


2.120204 


31 


2. II 9487 


38 


2.1 18586 


4 


2.121242 


II 


2.121047 


18 2.120671 


25 


2.I20II3 


32 


2.119370 


39 


2. II 8442 


5 


2.X21225 


12 


2.121005 


19 , 2.120602 


26 ' 2.120018 


33 


2. II 9249 


40 


2.1 18294 


6 


2.121205 


13 2.120958 


20 2.120530 


27 , 2.119919 

1 


34 


2.119124 


41 


2.1 18142 



*) T. X, p. 239 sqq. 
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<r 


log^W 


<r 


l0g9((T) 


<r 


log^W 


<r 


\ogq{<r) 


<r 


log q{a) 


<r 


\ogq{a) 


42 


2.117987 


56 


2. II 5402 


70 


2.112041 


84 


2.107872 


98 


2.102857 


112 


2.096947 


43 


2.117827 


57 


2.115188 


71 


2.111771 


85 


2.107543 


99 


2.102466 


113 


2.096489 


44 


2.1 17664 


58 


2.1 14970 


72 


2.1 1 1496 


86 


2.107209 


100 


2.102069 


114 


2.096026 


45 


2.1 17497 


59 


2.114748 


73 


2.111217 


87 


2. 10687 1 


lOI 


2.101668 


"5 


2.095558 


46 


2.1 17326 


60 


2.114522 


74 


2.H0934 


88 


2.106528 


102 


2.101262 


116 


2.095086 


47 


2.117151 


61 


2.1 14292 


75 


2.110647 


89 


2.io6i8i 


103 


2.100852 


117 


2.094609 


48 


2.1 16972 


62 


2.1 14058 


76 


2.1 10355 


90 


2.105829 


104 


2.100437 


118 


2.094126 


49 


2.1 16789 


63 


2.1 13820 


77 


2.110060 


91 


2.105473 


los 


2.100017 


119 


2.093638 


50 


2.1 16603 


64 


2.113578 


78 


2.109760 


92 


2.105113 


io6 


2.099593 


120 


2.093145 


51 


2.116413 


65 


2.1 13332 


79 


2.109456 


93 


2.104748 


107 


2.099164 


121 


2.092647 


52 


2.116219 


66 


2.1 13082 


80 


2.109148 


94 


2.104379 


108 


2.098730 


122 


2.092144 


53 


2. 116020- 


67 


2. II 2828 


81 


2.108836 


95 


2.104005 


109 


2.098291 


123 


2.091636 


54 


2.115818 


68 


2.1 12570 


82 


2.1085 19 


96 


2.103627 


HO 


2.097848 


124 


2.091 123 


55 


2.115612 


69 


2.1 12308 


83 


2. 108 198 


97 


2.103244 


III 


2.097400 


«25 


2.090605 



Wir haben uns nun zunächst mit der für unsere Entwiokelungen funda- 
mentalen Frage zu beschäftigen , welcher Werth fttr die Grösse f anzuneh- 
men sei. Von einer zweckmässigen Wahl dieser Grösse hängt die praktische 
Durchführbarkeit unserer Ent Wickelungen fast ausschliesslich ab; je kleiner 
man f wählt, desto länger bleiben die Entwickelungen gültig, desto grössere 
Glieder aber treten auch in der Entwickelung für S auf, und f nuiss dess- 
halb genügend gross gewählt werden, um bei der Entwickelung Vjon 5 nicht 
Glieder entstehen zu lassen, die die Convergenz gefährden könnten. 

Dieser Gesichtspunkt veranlasst uns, sogleich hier auf eine grössere 
' Schwierigkeit einzugehen, deren Beseitigung für das ganze Problem von funda- 
mentaler Wichtigkeit ist. Die bei weitem wichtigsten Glieder in der Jacobi- 
HAMiLTON'schen Differentialgleichung entstehen aus gewissen Theilen von 2 3R^6y 
also aus der grossen Ungleichheit in den Bewegungen des Jupiter und des 
Saturn. Von diesen wollen wir zuerst die beträchtlichsten herausnehmen, 
indem wir mit ihnen sogleich diejenigen Theile von zeR^^^ verbinden, die 
dieselbe Form haben. Dann ist die Differentialgleichung ihrem wesentlich- 
sten Theile nach auf die folgende Form reducirt: 



öS 



hS 









))=<-• 



In dieser Gleichung haben wir die Indices allgemein geschrieben, es 
ist speciell x = i , 1 = 6 anzunehmen. Wir wählen diese ursprüngliche 
Form, ohne die s^ statt, der s^ einzuführen, um zu sehen, was entsteht, wenn 
man die Divisoren aus den Sx zusammensetzt und nicht aus den Sx\ von der 
Ersetzung der Sx durch die ganzzahligen Divisorenzahlen müssen wir vorerst 
schon desshalb absehen, weil wir uns erst durch die hier anzustellenden 
Untersuchungen zu der Wahl eines Werthes von f bestimmen lassen wollen. 

47* 
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Die um lo vermehrten Logarithmen der Coefißcienten sind: 

logear= 9.912547» log«a3= 9.164833» 
sa^ = 14.278465» ea^ = 13.728020». 

Zur richtigen Würdigung dieser Zahlen bemerken wir, dass die Werthe 
ea^ und ea^ ausschliesslioh, ea^ und ea^ aber zu 94% und 97''/o aus der 
grossen Ungleichheit entstehen und die geringen Reste der directen gegen- 
seitigen Einwirkung von Jupiter und Saturn und in noch geringerem Maasse 
auch der übrigen Planeten ihre Entstehung verdanken« 

Die vorgelegte Differentialgleichung ist nun leicht auf eine algebraische 
Gleichung vom dritten Grade und eine Quadratur zu reduciren. Setzt man 
nämlich 

S = C^ logvx + Ci log Vi + i {s^C^ + SiCx) t + ielt + ef^ dq> , 
wobei wir uns zur Abkürzung der Bezeichnung 

Vi 

'^^^ 

bedienen y so gilt zur Bestimmung der Grösse jp als Function von q> die 
Gleichung: 

eA+ Bsrp = 

Zur Abkürzung haben wir gesetzt 





s = 


5« 


— Sx 


k = a,C^ + a,Cl 








l' = a,C,-\- a,Cl 












Die Constante k ist so zu bestimmen, dass yj keine von q> unabhängigen 
Glieder enthälU 

Ehe wir die Gleichung weiter behandeln, wollen wir uns über ihren 
numerischen Charakter eine Vorstellung verschaffen. In erster Näherung 
ist offenbar eX = eA: und wir wollen dann, unbekümmert um die weitere 
Bestimmung von X, die numerischen Werthe der Goefficienten ansetzen, so 
wie sie oben stehen, indem wir nur links £X, rechts ek weglassen und 
durch s dividiren. 
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Wir benutzen dabei die Werthe 

logC;,= 5.213550 logC;i = 5.536933 

logÄ = 5.954407n*) 

und finden damit und mit dem Werthe 

logg) = 10.161691 , 

der dem Modul von — gleich ist, 

log£* = 0.479439« 

ek' = 5.622912» et' = 4.581973« 

' el/' = 10.543823« et' = 9.506485» 

ek"' = 15.056616» et" = 14.029050» 

Die Logarithmen sind, wie auch im Folgenden, alle um lo vermehrt 
worden. Die Gleichung wird dann, indem wir fttr die Goefilcienten ihre 
Logarithmen ansetzen: 

etp = 4.303838 — 9.8245356!/; + 14.3972486»!//« — 18.408464 63 1//3 . 

Rechts stehen Glieder von der Ordnung 6, 6», 6?, 6^; man könnte also hier 
eine numerische Entwickelung nach Potenzen von s herstellen, indem man 
von dem ersten Werthe sxp = 4.303838 ausgehend, diesen rechts substituirte, 
dadurch einen zweiten Werth fdr etfj fände u. s. w. 
Wir erhalten so der Reihe nach die Werthe 

log6i/; = 4.303838 
3.885421 
4.180405 
4.024552 
4-125283 
4.066014 
4.103599 
4.081052 
4.094879 
4.086612 
4.091650 
4.088597 
4.090453 

Die Reihe dieser Werthe convergirt so langsam, dass man nicht daran 
denken kann, eine analoge Entwickelung der Lösung der partiellen Differential- 
gleichung vorzunehmen. Nun ist aber die wesentliche Ursache der schwachen 



*) Der angesetzte Werth von s, wie auch die auf Seite 25 und 26 angeführten Zahlen, 
sind die mit den vorläufigen Werthen der Massen und der Constanten c ermittelten; da 
es sich in diesem Paragraphen nur um Recognoscirungsrechnungen handelt, schien es 
unnöthig, die übrigens ganz unbedeutende Veränderung, die s nachträglich erlitten hat, 
hier zu berücksichtigen. 
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Convergenz sofort ersichtlich; in der Gleichung fttr i/; steht nämlich links 
esip, rechts — e^Vrp^ wobei sowohl s als ek' Constanten sind; der Bruch 

— aber hat den Werth 0466128 und dass eine Entwickelung nach Potenzen 

dieses beträchtlichen Bruches schlecht convergirt, ist einleuchtend« Wir 
können aber das Glied — B^k'xp von der rechten auf die linke Seite hinüber- 
nehmen, ohne dass auch bei der Behandlung der Gleichung fttr S irgend 
welche Schwierigkeiten entstehen; das wttrde nicht der Fall sein, wenn 
man etwa den ganzen Coefiicienten von xjj auf der rechten Seite, der eine 
Function von q> ist, auf die linke Seite übertragen wollte. Beseitigen wir 
wieder links €^, rechts ek und dividiren die Gleichung für \p durch ^ + eV^ 
so nimmt sie diese Gestalt an: 

e\l) = 4.137666 — 9.13810661/; + 14.2310766*1//* — 1 8.242292 «3 1/;3. 
Das schon benutzte Verfahren ergiebt hier die Werthe: 

eip = 4.137666 
4.084907 
4.090162 
4.089658 
4.089706 
4.089701 
4.089701 

es ist also hier eine befriedigende Convergenz vorhanden. 

Auch wenn man auf der rechten Seite der Gleichung für xfß statt der 
altemirenden Vorzeichen lauter Pluszeichen setzt, bleibt dieser Schluss be- 
stehen, obwohl die Convergenz selbstverständlich etwas geringer ist. Die 
Reihe der Werthe ist dann die folgende: 

eip = 4.137666 
4.202551 
4.213801 
4.215949 
4.216366 
4-216433 
4.216461 
4.216465 
4.216467 
4.216467 

Wir wollen nun wieder, wie früher, mit einem Striche über einer Function 
der Ux, Vx andeuten, dass von ihr nur der von den P^oducten u^v^ abhängige 
Theil zu nehmen und darin UxV^ = C^ zu setzen seL Dann vertritt unser ek 
*ei der speciellen Form unserer Differentialgleichung allgemein den Aus- 
druck — 2€R^^K Der Coefficient von it in der Gleichung für S hat also 
allgemein den Werth _ 

— 2Ä 
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und wir sind durch die vorstehenden Betrachtungen dahin gedrängt worden, 
nicht die Grössen s« = tt^— , ^i = tt;- sondern die Complexe 

si = «X + €^ = — ^ , *'^ = *^ + «5^ = — ^Cx ^^^ «iöl^eitliche, un- 

trennnbare Gebilde aufzufassen. Es tritt also hier der eigenthümliche Um- 
stand ein, dass die Exponenten der ersten Annäherungen, nämlich die Fac- 
toren von it^ in den Gleichungen 

v^ = bj ^^"^ Vi = bie ^^^ 

dieselben sind, aus denen sich die Integrationsdivisoren der Zusatzglieder 
algebraisch zusammensetzen. 

Es fragt sich nun, ob dieses Resultat der ersten Annäherung sich auch 
in den folgenden Annäherungen festhalten lässt: es treten da sowohl zu dem 
Factor von it in der Gleichung für S, oder, was dasselbe ist, zu der Con- 
stanten l in der Gleichung fttr tp gewisse Zusatzglieder dl hinzu und 
andrerseits werden sich wieder gewisse Glieder mit den Sx in der Gleichung 
fUr S oder mit s in der Gleichung für xfj verschmelzen. Es wäre dann nicht 
unwesentlich, wenn etwa für die Zusatzglieder ds zu s die in erster Näherung 

gefundene Gleichung (J5 = €|t-^ y^j wenigstens noch in zweiter Nähe- 
rung bestünde. Der numerische Werth von dl ist nämlich nicht ganz un- 
bedeutend, obwohl er recht klein gegen l selbst ist. Wenn nun etwa 

— — -) selbst nur noch in zweiter Annäherung 

bestünde, so würde man für praktische Zwecke ausreichend Exponenten und 
Divisoren als identisch betrachten dtlrfen und also nur die 2n Grössen 



Sx + e 



^ "v — - als ganzzahlige Vielfache Ojt f emer Zahl /* darzustellen haben. 



Besteht aber die Gleichung <^^ == * (vp ~±yr) selbst nur in unserem 

Specialfalle nicht, so müssen einerseits die Grössen s^ + äs^j aus denen 
sich die Divisoren algebraisch zusammensetzen, durch ganze Vielfache a^f 
dargestellt werden, und andererseits müssten auch, um die erstrebte perio- 
dische Lösung zu erlangen, die Grössen Sx+ s — ^j; — - durch ganze Viel- 
fache (fjcf derselben Grösse /* ersetzt werden; wir hätten also dann /\n Grössen 
als ganze Vielfache eines Werthes f auszudrücken. 

Um nun diese Verhältnisse an der Gleichung für i// zu untersuchen, 
setzen wir den Werth 



^ = rfw(<''^ + ^) + ^^' 
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der, wenn man in der Gleichung fttr tp rechts Glieder zweiten Grades in 
£ weglässt und öxp = o setzt, diese Gleichung befriedigt, ein und erhalten 
dann, wie sofort ersichtlich ist, 

eöX = 

und für den Factor von dxp ergiebt sich zu dem Werthe s + ek' der Zusatz 

Wie man sieht, besteht also die Gleichung <J5 = 6 l-r-^ t -1 nicht. 

Wollte man diese Gleichung in der zweiten Näherung aufrecht erhalten, so 
müsste es durch Zwang geschehen ; ohne eine gewisse analytische Schwierig- 
keit, die, dem Probleme an und für sich fremd, künstlich hineingebracht 
wäre, würde das aber nicht gehen. Es muss desshalb als zweckmässig be- 
trachtet werden, die Divisoren aus den in erster Näherung erhaltenen 
Werthen _ 

da 



5i = 



ohne jeden weiteren Zusatz zusammenzusetzen und diesen die Divisorzahlen 
Ox derart anzupassen, dass die Differenzen s'^ — o^f möglichst klein ausfallen. 

Es entsteht so das im ersten Theile vorgetragene modificirte Integrations- 
verfahren für die JACOBi-HAHiLTON'sche Gleichung und, wie wir hier dargelegt 
haben, machen die numerischen Verhältnisse die eingeführte Modificalion 
unabweisbar nothwendig. 

Was nun speciell die Gleichung für xp betrifft, so ist es leicht, durch 
die Methode der unbestimmten Goefficienten die Werthe der xpp und Xp in 
den EntWickelungen 

B\f) =^P ePi/jp 



el =^p ePlp 

z 

s' = s + ek' 



zu bestimmen. Es sei 
so wird 

X, = k 

2 IT t^ 

K = -r- CxCx — -f {Cx — Cx) 

s s 

i'irc.+i'c») i'(rci-ifCx) i 
"f- T' — ^' r^ — r 
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(2/T-+z'-r)c3+6r»rc«+2r3c^ (2rr«+r«r)Q— 6r»rcj+2f3Ci i 
^^3= 771 v'^ 



2ä'3 



2S'3 



f/a 



k'l'-Cl 



2S'^ 



r 



K'l'^Cl 



i I 



2ä'3 y« 



273 



'9 



"^ 2?3 "y 



und damit ergiebt sich 



SxCx+SiCx 

2ir 



s = 



CJo%Vx+Cx\ofiVi+it 



it"Z'» 



2^3^' 



Jl ^^ p5 OxCx(Cx—Cx)'^ — y^CxCx 



— «1 



2/'3r /'4 



«r 






-.(: 



r(rc:+rc,) , i'irci-i'Cx} i 



2S' 



■y 






■8' 



(2rr'+/'«r)C3 + 6r«r(^ + 2/'3c, {2rr» + r«r)cj-6r«rq+2f3Ci i' 

^ y3 



6«'3 



6«'3 



<p- 



wr'Ci 



_k"l''Cl I 

" 4 «'3 '^ 4S'3 ^ 

(2/'r»+3i''r)cjCi+6r»rc,Ci— 4f«rc2— 2/'3c, 



2 «'3 



<p 



(2ir'+3i'H'") ci c, — tr't'Ci Cx4- 4 r^rcj — 2f scj , 



2 «'3 



fp 
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Bei der Beseitigung dieser ersten angetroffenen Schwierigkeit spielt also 
die Grösse f gar keine Rolle; die Grosse s^ ist so gross, dass gar nicht daran 
zu denken ist, die Convergenz dadurch zu verstärken, dass man f so gross 
wählte, dass die in (p und die Potenzen dieser Grösse multiplicirten Glieder 
vor der Integration mit den transformirenden Factoren zu muUipliciren wären. 

Wir wollen nun aber die JACOBi-HAMiLTON'sche Gleichung vervollständigen 
und alle die Glieder hinzufügen, die noch beträchtliche Schwierigkeiten be- 
reiten« Nach sorgfältiger Discussion aller Glieder zeigte sich, dass die 
Gleichung dann in der folgenden erweiterten Form zu behandeln ist: 






/ ö5 , / ^^V\l ÖS , ös\ . / ÖS . / öS\n/ bs , bs\\ 



Die Indices haben die Werthe 

x=i 1 = 6 i" = 7 

und die um lo vermehrten Werthe der Logarithmen der Coefficienten sind 

log fittj = 8.815398» log eoj = 8.048225 n 

logeae = 13.374081» logeas = 12.823590» 

Hier rühren wiederum ea^ und eog ausschliesslich aus der grossen Un- 
gleichheit von Jupiter und Saturn her, €05 und eaj aber zu 967© und i047o; 
dass die letzte Zahl über 100 liegt, ist darin begründet, dass die entsprechen- 
den Theile in zdR^e und 2 €/?<*) entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Die in ea^ und eas multiplicirten Glieder werden nur dadurch wichtig, 
dass der Divisor ^6 — Sj gegen die sonst vorkommenden Divisoren klein ist; 
wir werden desshalb auch die in sa, und süb multiplicirten Glieder weg- 
lassen, die nicht diesen kleinen Divisor erhalten. 

Um die Gleichung zu integriren setzen wir: 

S = ^Cxlogi;^ + i2s^Cj + ieXt + exp . 
Dann ist leicht zu sehen, dass ifj nur von den zwei Grössen 



abhängig ist. Damit wird 



9x 


— i!i 




(p.- 






wird 












ÖS 


c,- 


eq>. 


hip 


— eq), 




hS 


Cx + 


eq>. 


hip 






bS 


c. 






-t- eq). 


bip 
'bq>2 
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Setzen wir ferner unter Wiederbenutzung der bereits vorher definirten 
Grössen k^ V u. s. w. 



i' = a,Cx + aeCl, 






^m " "* 


' = ajCx + asCl 








Sk — sx = 


5x 


Sx Sfi 


= «2 



+ e 



+ e- 



+ €3 



so erhalten wir zur Bestimmung von tp die Gleichung 

09?, ^ 09)2 

*+r(c,,..+|)+»'(c.„.+|)+„'(c.|!+c.&) 
_(r(c.,.+|)+™.(c.,.+|)+„t'2;+o,g))(..||i+..|^J 

l+(?(''.*-+|K?K^.+S)+?(%^:+'^^f!))(^.^;+».Sl 






m'" öl// , m'", 

a),a»,r-^H (i- 

2 Ä9>i 2 * 



,Äi/» , n'" Ixp , n'" hü) 






Wir ziehen nun wieder das Glied — e^k' lWj~- + (p2 r^i von der 



rechten Seite auf die linke hinüber und setzen 



= 5i + ek' 52 = s^ + ek' 

X 
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Dann wird 

Ox »2 ^'I ^2 ^3 

/mV m'n" \ tm'n' m'n" \ i 

im'- m'm"\ im'' m'm" ,\ i 



2«3 y^ 2»3 ^j 



l'n" „„(pl, ll'n' l'n" \y. 



2 



;i3 = -jl^ {rOT'n"'+ rm"n"+ fm'n") C, Cj C^ 



«isi 



, /rr" l'm'n" rm"n'+rm'n'\„ ^ , lk"m'' rtn'n" , l'm"n'+rm'n'\„ „ 






Nach der obigen Bemerkung kann in diesen Werthen überall n', n^^ n"' 
unterdrückt werden, sobald es nicht durch 4 dividirt ist. Man kann ferner 
aus der schon durchgeführten Entwickelung für w = n = o die Werthe von 
1^/3 und ^4 sofort abschreiben, da die von m und n und deren Divisoren 
abhängigen Theile unwesentlich sind. 

Wir wollen nun von den aus den vorstehenden Entwickelungen folgen- 
den Formeln, da die übrigen keinen Anlass zu Bedenken in Betreff der 
Convergenz geben, nur die eine Relation 
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idS 



= + 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



m' , l'n'\ I 




+ e 






rm" 



Ci + 



rm' 






in Zahlen umsetzen, 
folgenden Werthe 



Wir benutzen, ausser den bereits angeführten, die 



log Cfi = 4.060980 

log 5; = 6.125654»*) 
log^; = 6.14234471*) 
log «3 = 4.7 1869 in*) 

legem' = 4.230858»» logen' = 3.557298» 
logfiw" = 9.154603» logen" = 8.517988» 
legem'" = 13.675111» logen'" = 13.124620» 

log9)i = 10.161691 logqpa = 9.423715 

und erhalten dann für die einzelnen Glieder in derselben Anordnung, wie 
oben, die folgenden Werthe der Logarithmen 

^^ = — 8.664799 + 7.854521 
'* — 9.576583 + 9-269534 

— 6.935394 

— 8.852136 
+ 7.420481 

— 8.241382 

Sollte diese Entwickelung annehmbar sein, so müsste sie, da sie das 
Increment yon log t;^ darstellt , ein genügend kleiner echter Bruch sein ; 
das ist aber offenbar bei Weitem nicht der Fall und die Ursache ist der 
kleine Divisor ^3, da alle mit ihm behafteten Glieder die übrigen von 
gleicher Ordnung weit übertreffen. 



*) Auch diese Werthe beruhen auf den vorlöafigen Bestimmungen; sie sind bei- 
behalten worden, weil die nachträglich bestimmten Verbesserungen auch hier sehr ge- 
ring sind. 
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Die hier aufgedeckte Schwierigkeit soll, da sie von fundamentaler Be- 
deutung für das ganze Problem ist, noch in etwas anderer, vielleicht über- 
sichtlicherer Weise dargestellt werden. 

Die Schwierigkeiten sind zum weitaus grössten Theile dadurch ent- 
standen, dass in der allgemeinen Gleichung für S, in der Hauptsache die 

hS 
Constante C« an die Stelle von Vxz — tritt; sie sind also wesentlich dieselben, 

OVx 

die die Integration der Gleichung 



ÖS .^ hS 



darbietet. Die sind aber leicht zu überwinden. 

Bestimmen wir nämlich die Grössen ^^y ^ix durch die Gleichungen: 

(?« — 5x)cxx — «''cix — em'Cf,y = o (^i — äx)Cxz — el'cu — em'Cf,x = o 

— fi/'Cxx + (?x — sx)cxx — enCf,x = o — el'cxx + (?z — Sx)cxx — en'Cfa = o 

— em'Cxx — fin'cA^ + (?x — Sf,)Cux = o — em'Cxx — en'cu+ {^x — Sf,)Cfa = o 

^xx + ^!x + ^^x = ^ ^xZ + ^li "I" ^^2 =^ ^ 

(?/* — 5x)Cx/tt — sl'CXfA — €Wl'c^^ = O 

— el'cx^i + iSfi — sx)cxfi — fin'c^^ = o 
— em'cx^u — «n'cA^ + (gtt — «^)c^^ = o 

also die ^x^ ^i, Sfi als die Wurzeln der Gleichung 

§3 — (Sx +Sx+ Sf,) ?» + (SxSx + 5x V + *i*/* — «' ('" + 'w'» + n'»)) ? 
— <Sx5i5/i + «'(''" 5^ + »^'''«i + ^'*Sx) — 2e^Fm'n' = o , 

so sind die c;ix die Coefiicienten einer orthogonalen Substitution 

Ux = CxxWx + CXxUx + Cf,xU^ ^x = Cxx^'x + CxXU'x + Cx^w'^ 

Wi = CxXUx + C2il/2 4- C^iWu "A = Cix^'x + CxxU'x + Cji^t/J, 

Wjx = Cx^Wx 4- CA^Wi + C^.uWiu Wu = C^ixW'x + C^ilWi + C^.i*t*J» 

und für diese neuen Yariabeln Ux und die conjugirten complexen Yariabeln 
v'x besteht wiederum ein kanonisches System. Man erhält also in erster 
Näherung die Losung 



S=Cx logt/x + Cx log vi + Ca log v;, + t{^,Cx + ^xCx + luC^ + €Ä-) t . 

Es treten danach in den Gleichungen ^-^ = log bx einfach lineare Punc- 

ctx 

tionen Vx an Stelle der einzelnen Vx. Es ist aber dabei zu beachten, dass 
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alle Cix Functionen von C« sind, dass also auch v'xy t^, t;^ von C« abhängig 
sind. Setzen wir allgemein 






= ci 



•;ise 






so ist offenbar fttr das erste System 

?xCx» — «TCix — «W%x + (^x — Src)c'xx — «''cix — €m'cj«x = O 

— «rc^x + ?xCu ■— en"c^ — fi/'cix + (?x — ^ijcix — en'c'f^rc = o 

— «^"Cxx — €n"CAx + §'xC;,x — «^'Cxx — ^n'(fxx + (?x — Ä/ujcJtx = o 

C/ XX ^x 

Also ist auch 



''xx^xx i~ ^Xx^kx "i ^fjix^fix — O • 

^x^= 2 e{rCxxCxx + fn"cxxCfix + n"cxxC^x) 
und analoge Gleichungen gelten für die übrigen zwei Systeme. 



Numerisch gelten folgende Resultate*): 
Iog^x = 6.0343285» log§A= 5.251745471 



Cxi = 8.637288911 

cu = 9-9987866 
Cf,?,= 8.7835518 

?x = 8.3896950 

CxX = 3-5684577'» 

c'ix = 2.6453598» 
c'^iX = 3-6637662 



Cxx = 9-9995393 
cxx = 8.6269177 

Cfix = 8.2562015 
gj == 8.5099800» 
Cix = 2.2496444» 

oxx = 3-5494597 

c;x = 3-1814728 

Setzt man ferner 

O = + [CxXCxfi + CnC'xpL + Cf,xC'fXfi) = — [c'xXCxfi + c'xxCi^ + c'fAXC^fi) 
p = (Oxx^xfi ~T~ C;ixC;i^ + CfixCfifi) = -|- (Cxx^xju "T" ^Xx^X^i "T" Cfix^^fift) 

y = + {CxxCxX + CjixCa + CuxCjxil) = — (c'xxCxX + cixC;i2 + cJ.xC^i), 

SO wird 



logl^= 5.1 172074» 

Cx^ = 8.1879449» 

c;i.u = 8.7886552» 
Cfifi= 9.9991262 

?J«= 7-8936516 

c;^ = 3-0397779^ 

ci^ = 3.6746474» 
cjt.u= 2.4887165» 






/Jt; 



ÖCx 



= — at;;+ yv'x 






ii=-^t/,+ ovi 



und die numerischen Werthe sind: 

log a = 3.6707708» 

logi^ = 3-1141305 
log y = 3.5603616» 

Mit Benutzung der Abkürzungen 

?x+ Cxrx+ Cx?x+ C^^'^+ek'=h 



*; Auch hier sind die anverbesserten Werthe der Sx zur Anwendung gekommen und 
die nachträglichen Änderungen, wegen ihrer GeringfÜgigiLeit, nicht berücksichtigt worden. 
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sind die Integrale in erster Näherung: 



Die Werthe der u^ für i = o, nämlich w^^^ = Äie-»^ ergeben sich so- 
fort aus den Werthen u^ für / = o, die wir oben bereits berechnet haben. 
Numerisch wird 

w^o) = 7.3546741»» -f- i 7.5218836»» = 7.60450586- '("-»""^s'sa"?!) 

t/'i(o)== 7.7208934 + 17.4256180»» = 7.7705 Il6e-'<*^ Sa X1.76) 

t^J^(o)= 6.7667400»» + 16.9075920»» = 6.998906 7 e""»<"5 sa 3.14). 

Der Werth von C^, den wir nur vorläufig angenommen haben, muss nun 

vorerst aus der Gleichung 

uWx = C^ 
bestimmt werden. 

Ist der vorläufig angenommene Werlh C^o, und Cx= C^o + äC^ und 

bezeichnen wir durch den unteren Index o, dass die entsprechende Grösse 

mit Oxo berechnet werden soll, so ist 

(,^;(o)t;;(o))^+ (ui(o)(- yv'x(^)+ ßv'^io)) + r;,(o)(- y wi(o)+ ßu;S'')))jC,= c^ + dc 

Daraus folgt 

log dC^= 3.2253876»» 

und der verbesserte Werth von C^, mit dem die Rechnung zu wiederholen 
sein würde, ist somit 

log Cjc = 5.2090642 . 

Dieser Werth sowohl als die beiden neuen aus ux^°^ und t/^(°) ablesbaren 

Werthe 

log Ci = 5.5410232 

logC^ = 3.9978134 

unterscheiden sich nur sehr wenig von den Werthen, die wir bei der ersten 
Form der Entwickelung mit denselben Buchstaben bezeichnet haben. 

Die bei der ersten Form gefundene Schwierigkeit erscheint hier darin, 
dass der Factor von C^ nicht log Vft, sondern 

log(— 8.i879449t;x— 8.7886552t;2+ 9.99912621;^) 

ist. Setzt man für die v^e ihre Moduln, so sind die einzelnen unter dem 
Logarithmenzeichen stehenden Glieder: 

5.7947200, 6.5571217, 7.0296162. 

Bei dem ersten Verfahren ist nur das dritte Glied unter dem Logarith- 
mus beibehalten und nach den Potenzen der übrigen entwickelt; da aber das 
Yerhältniss des zweiten zum dritten Gliede grösser als ^3 ^^^ convergirt 
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diese Reihe praktisch bei weitem nicht stark genug, um sie bei den weiteren 
Rechnungen acceptiren zu können. 

Es könnte nun vielleicht zweckmässig erscheinen, die zweite Behand- 
lungsweise zu acceptiren, also die Störungsfunction durch die zweite ortho- 
gonale Substitution auf eine neue Form zu bringen, bei der nur die Glieder 
unverändert blieben, die keinen der Indices i, 6, 7 enthielten. Es ist aber 
zu beachten, dass die Coefificienten der Transformation, die mindestens einen 
der Indices i, 6, 7 enthalten, Functionen der einen Constanten C^ würden, 
nach der, um die Integralgleichungen zu erlangen, differentiirt werden muss. 
Man hätte also in der neuen Form der Störungsfunction nicht nur alle 
Coefificienten, die mindestens einen der Indices i, 6, 7 enthielten, neu zu be- 
rechnen, sondern auch deren partielle Ableitungen nach der einen Constante 
Cjt zu bestimmen. Dadurch würde aber die ohnehin schon so verwickelte 
und umfangreiche Aufgabe der numerischen Rechnung in einem sehr be- 
deutenden Grade erhöht und die schon durchgeführte numerische Trans- 
formation der Störungsfunction zum Theile eine vergeblich gemachte Arbeit 
sein, da man zweckmässig die zwei grthogonalen Substitutionen zu einer 
einzigen zusammenziehen würde. 

Selbst aber, wenn man sich entschliessen wollte, die wesentliche Yer- 
grösserung der Arbeit auf sich zu nehmen, würde ein Theil der beseitigten 
Schwierigkeit zwar nicht bei der weiteren Behandlung der Jagobi-Hamil- 
TON^schen Gleichung, wohl aber bei der Bildung der Integralgleichungen aus 
der Lösung dieser Gleichung wieder auftreten. Es entsteht nämlich schon 
in erster Annäherung, wie wir gesehen haben, die Gleichung 

und f hat nahezu den Werth 

f= 2i[ah\V^ sin ((I, - ?,)< - [Vx-r^]) + ßKK^ sin ((^^ - l,)t - (r^- n)) 

-h YKh\ sin ((I, - ^;i)^ - (n - ni) . 

Die CoefiTicienten der Sinus haben hier der Reihe nach die Werthe 

8.7412191 8.0185730 9.2364090 

und wegen der Grösse des letzten Coefficienten »st die Entwickelung von 
e*"/ wieder recht mühsam. 

Es läge nun wohl noch der Gedanke nahe, sich von der Abhängigkeit 
der Coefincienten von der einen Constanten C^ dadurch frei zu machen, dass 
man nicht die JACOBi-HAMiLTON^sche Gleichung dazwischenschöbe, sondern das 
kanonische System, wie wir es ursprünglich ausgeführt ^aben, direct in- 
tegrirte. Setzt man dann 

e[r{v^ux + u^vx) + m"[v^Uy, + u^Vf,] + n"[vxUf, + Vf^ux)) = J, 

so würde sich das Problem bei Berücksichtigung allein der oben angeführten 
Glieder der Störungsfunction, wenn man nach der Ausführung der partiellen 
Ableitungen u^v^ == C« = const. setzte, auf die Gleichungen 

Harzor, Säcnlare Yer&ndernngen. 48 
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— = i[eVu^-\- siui + en u^) 
oder auf 

-^ = lirUy,+ ICjcxU^g 
du'l ir , , - 

duu >. ' , • 

reduciren. 

Von dem Resultate, das die Integration dieses Systemes ergiebt, will ich 
nur das eine Glied anfuhren, das zu einem der Logarithmen log Ux, log ui, 
log uji das grösste Increment ergiebt. Der Ausdruck u^g als Function der u^, 
vi u. s. w. dargestellt, enthält das Glied 

— 9.51 59290 t/^ni — 9.5140667 wiriwi 
und dies giebt zu u^ das Increment 

,J„i=. Ä;e*<''«'-^«'(8.9349i82e'f'«-''-"-<^«-^^') - 8.9330559e-'«'--^^'-<^*-^^') 

oder nahezu 

du', = i 9.2345 sin ((?« - i:, t-tn- n)) Aie'"-'«'- ''-' ; 

auch in u'f^ kommt noch ein Glied vor, dem ein Werth von d log uji grösser 
als — entspricht. 

Man sieht also, dass mit der ins Auge gefassten zweiten oi*thogonalen 
Substitution weder bei einer indirecten, noch bei einer directen Behandlung 
des kanonischen Systems ein merkbarer Vortheil gewonnen wird: die an 
der einen Stelle beseitigte Schwierigkeit tritt fast unvermindert an einer 
andern Stelle wieder auf. 

Wir haben früher darauf hingewiesen, dass die Beiträge von zdR zu 
den Werthen der si von derselben Grössenordnung sind, wie dieaus2 6R^^> 
hervorgehenden. Es ist desshalb nicht unwahrscheinlich, dass auch in cS^'), 
€^S(^) u. s. w. die aus beiden Complexen herrührenden Glieder mit einander 
vergleichbar sind. Der grossen Arbeit, die einzelnen aus 2bR^^^ entstehenden 
Glieder zu untersuchen, können wir uns hier nicht unterziehen, erhalten 
aber doch wahrscheinlich eine nahe richtige Vorstellung über die Grössen- 
ordnung der aus 2€l?^'J resultirenden Glieder, wenn wir die leichte Unter- 
suchung für 2dR durchführen. Wesentlich grössere Glieder, als aus zdR, 
wären nämlich aus zeR^^^ nur da zu erwarten, wo der Divisor eine derart 
kleine Zahl wäre, dass die Anwendung des transformirenden Factors nicht 
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zweifelhaft sein könnte. Nehmen wir nun von zdR nur die Theile mit, 

die für irgend einen der Werthe r-^r einen num. (8.50 — 10) übersteigenden 

Betrag liefern, so haben wir uns, mit Weglassung des unter allen Umständen 
mit dem transformirenden Factor zu multiplicirenden in nfog linearen Gliedes, 
auf den Werlh 

2dR = + 69.ii327CTa3 + 70.o5o62tars6 + 66.821 89 lar^jo — 66.856iocr5„ 

+ 69.75656cr„x3+ 71-1163 10^x^15+ 68.479680X0x2 
zu beschränken. Diesen Gliedern entsprechen die Divisoren*) 

— o'.'5866o2 — i'.'6828i6 — o'.'68oo83 — 5'/859697 

— o'.'977769 — o'.'920i79 — 5''87i858 

und die folgenden Logarithmen der Beträge der r-^ 

z= 3 5 10 12 13 14 12 

^ = 9-53736 8.73889 8.67342 8.75822 9.15255 9.36227 8.82215. 

Die Schwierigkeiten, die hiernach aus den in CTaj, 5^x213 und tffx4xs mul- 
tiplicirten Gliedern entstehen, wären hier einfach zu beseitigen, nämlich 
durch eine nochmalige orthogonale Transformation, die hier gar keine weiteren 
Folgen nach sich zöge, wie dieses bei den aus zdR^e herrührenden Gliedern 
der Fall war, weil hier die Coefilcienten der lar^^ constant sind. Da aber 
vermuthlich ganz vergleichbare Schwierigkeiten durch einzelne Glißder von 
2€R(') veranlasst werden, ist es zweckmässig, auf die nochmalige Transformation 
zu verzichten und dann bleibt nur übrig, die erwähnten Glieder durch An- 
wendung des transformirenden Factors zu verringern. Um dieses thun zu 
können, muss f so gross gewählt werden, dass die in Frage kommenden 
Divisoren, nämlich mit Rücksicht auf 2 öR^e der Divisor s'e — 5^ = — 17092278, 
mit Rücksicht auf zdR die Divisoren «^ — 53 = — o'.'5866o2 , Sxa — «13 = — o"g'j'j'j6g 
und Sx4 — 5x5 = — o''920i79 ihrem Betrage nach beträchtlich unterhalb der 
Grenze f§l = 123.4292/* liegen. Bei der Wahl von f brauchen wir uns nur 

durch den aus 2dR^6 folgenden Werth r-^ = 9.576583 leiten zu lassen, da 

Lfj 

dieses der grösste der gefundenen Werthe ist und ihm der grOsste der zu 

beseitigenden Divisoren angehört. 

Das in q)^ multiplicirte Glied von S, das aus zdR^e entsteht, giebt nun 

in :r-pr ei^ Glied, dessen Betrag rund — ist und ihm gehört der Divisor 

s[ — «6 = — 27^537957 zu; dieses Glied ist wohl mit Sicherheit das bedeu- 
tendste, das bestimmt durch den transformirenden Factor nicht verwandelt 

werden kann. Wir haben desshalb keine Veranlassung, den Werth von ^-^ 

*) Wir haben hier die verbesserten Werthe der ^ anwenden müssen, weil die Di- 
visoren mit den anverbesserten Werthen theilweise sehr merkbar abweichen würden. 

48* 
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merkbar weiter als auf — , d. h. auf den vierten bis fünften Tbeil des ge- 

12 ' ^ 

nannten Betrages zu reduciren. Bestimmen wir also die ganzen Zahlen a, 
die am nächsten den Relationen 

^a = q{a) 5(r = 9((T) 

entsprechen, so ergiebt die Gleichung of = 1.092278 die Grenzen, innerhalb 
deren es zweckmässig ist, f zu wählen. Die Werthe von a sind 33 und 26, 
also wird n ^ r ^ tt 

Um etwa weiter anzutreffende Schwierigkeiten mit grösserer Sicherheit zu 
überwinden, wollen wir f an der oberen Grenze wählen. 

Wir haben versucht, die unbestimmte Aufgabe, eine Zahl f in der Nähe 
von o7o42 derart zu bestimmen, das die am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
erlangten Werthe der s^ möglichst nahe ganze Vielfache von f werden, auf 
ein mehr begrenztes Problem zurückzuführen; die Versuche aber, die sich 
theils auf Kettenbruchentwickelungen, theils auf die Ermittelung von solchen 
linearen ganzzahligen Aggregaten der sj^, deren numerische Werthe sehr 
klein sind, stützten, haben kein befriedigendes Resultat ergeben. Die Ver- 
suche sind also rein empirisch gemacht worden: zuerst wurden a% und o^ 
angenommen, aus beider Summe ein vorläufiger Werth von f bestimmt, 
diesem entsprechend a^ und o^o gewählt, sodann aus der Summe der vier 
(Tjc ein verbesserter Werth von f ermittelt, ihm entsprechend Oe und a^r ge- 
wählt u. s. w. Nachdem in dieser Weise alle Oy. gewählt worden waren, 
wurde f durch die Gleichung 

bestimmt. 

Nach einigen Versuchen schien es zweckmässig, vorerst das folgende 
System festzuhalten. 

/*=o'/o43048703 
_f 





f 


I 


— 730.7198 


2 


—413.7070 


3 


—400.0805 


4 


— 171.0184 


5 


— 130.1179 


6 


— 91.0269 


7 


- 65.6538 


8 


— 14.9793 


9 


+ 0.2825 


10 


4- 16.0805 


II 


+ 69.6952 


12 


+136.4003 


13 


+159.1134 


14 


+416.8104 


15 


+438.1856 


16 


+611. 1290 



-731- 


+ 0.2802 


—414 


+0.2930 


— 400 


— 0.0805 


-171 


— 0.0184 


— 130 


— 0.1179 


- 91 


— 0.0269 


— 66 


+ 0.3462 


— 15 


+0.0207 


— 


+0.2825 


+ 16 


+0.0805 


+ 70 


— 0.3048 


+ 136 


+ 0.4003 


+159 


+0.1 134 


+417 


— 0.1896 


+438 


+ 0.1856 


+611 


+ 0.1290 



Digitized by 



Google 



Die sägularen Yerändebumgen der Bahnen der grossen Planeten. 277 

Der Periodicitätsmodul in Bezug auf die Zeit ist, indem man das Julia- 
nische Jahr als Einheit annimmt, 

27t 

y = 30105437, 

die Gültigkeitsdauer aber nur 

^ = 7;^ = 37631-8. 

Die Grenze, unterhalb deren die Divisoren vermieden werden können, ist 

/^Ii = 5''3i3467. 

Nachdem wir uns somit für ein bestimmtes System der Divisorenzahlen 
entschieden haben, bei dessen Anwendung wir zu der Erwartung berechtigt 
sind, dass die Durchführung der numerischen Rechnungen keine anderen 
Schwierigkeiten, als die in dem Umfange der Arbeit begründeten, darbieten 
werde, ist es angemessen, uns einen Ueberblick darüber zu verschaffen, ob 
unsere Methode bei dieser Präcisirung einen derartigen Yortheil über die von 
Le Yerrier gewählte Entwickelung in Reihen nach Potenzen der Zeit ge- 
währt, dass dadurch der beträchtlich grössere Aufwand an numerischer Arbeit 
gegenüber dem bei Le Verriers Verfahren erforderlichen, belohnt würde. 
Der Yortheil unseres Yerfahrens kann natürlich nur in der grösseren und 
von vornherein bekannten Gültigkeitsdauer und in dem Umstände begründet 
sein, dass bei ihr die säcularen Yeränderungen der Planetenbahnen, wenn 
man die Integrationsconstanten als richtig betrachtet, im ganzen Gültigkeits- 
bereiche mit wesentlich gleicher Genauigkeit dargestellt werden, während bei 
Beschränkung der Reihen nach den Potenzen dqr Zeit auf eine bestimmte 
Anzahl von Gliedern der Fehler um so bedeutender wird, je näher die Zeit 
der Grenze des Convergenzbereiches liegt. 

Wir haben uns also zuerst eine Vorstellung darüber zu verschaffen, 
innerhalb welcher Grenzen die Reihen nach den Potenzen der Zeit als genügend 
stark convergent, und zwar bereits von den ersten Gliedern ab convergent, 
betrachtet werden dürfen, um sich mit einigen wenigen, etwa mit vier 
Gliedern begnügen zu können, auf deren Bestimmung die numerische Arbeit 
wegen der rasch anwachsenden Schwierigkeit und Mühsal beschränkt werden 
muss. Wir ziehen zuerst in Rücksicht, dass es sich in erster Näherung um 
die Yerwandelung der Ausdrücke 

in Potenzreihen nach i handeln würde. Nun kann man sich wohl mit der 
Convergenz der Potenzentwickelung nach x für die Function e* und mit der 
abgebrochenen Entwickelung 

e*=i +a? + — flr* + 4-^^ 
• '2 * 6 



Digitized by 



Google 



278 Paul Harzer, 

nur höchstens dann noch zufrieden geben, wenn x ^ 0.4 ist. Für x = 0.4 
sind die einzelnen Glieder 

1. 00000 + 0.40000 + 0.08000 + 0.01067 = 1.49067 , 

der wahre Werth ist 1.49 1825. Da nun das grösste s'^ rund eine halbe 
Minute beträgt, so würde schon mit Rücksicht nur auf die Hauptglieder der 
Lösung ein Intervall von reichlich 5000 Jahren, das den in der Mitte liegen- 
den Nullpunkt einschlösse, als obere Grenze des Intervalles zu betrachten 
sein, in dem die Potenzreihen genügend stark convergirten. Die Glieder der 
folgenden Näherungen, die in den Exponenten der Exponentialfunctionen 
theilweise sehr viel grössere Werthe der CoeflBcienten von t enthalten, als 
die s'jc sind, müssen offenbar eine beträchtliche Reduction der berechneten 
oberen Grenze einführen und es ist desshalb zweckmässig, sich eine präcisere 
Vorstellung aus den Resultaten der Rechnungen Lb Yerriers zu verschaffen. 
Die grösste Reschränkung der Gültigkeit scheint durch die Rewegung des 
Saturnperihels eingeführt zu werden; nach Le Verriers Rechnungen*] ist 
diese Rewegung dargestellt durch die Formel 

^.= 90°6'56'.'7 + 2«>48'4:'683(^) + 4i'.'ooo(^)'+ Ai?!^)'- 

Wir möchten hier jedoch sogleich hervorheben, dass die Entwickelung 
nichteine TAiLOR'sche Reihe, sondern eine Interpolationsformel ist: Le Verribr 
hat nach der Methode der Variation der Gonstanten die Werthe der Differential- 
quotienten der Elemente nach der Zeit für die fünf Epochen 1850, 2350, 
2850, 3350 und 3850 bestimmt, mit ihnen sodann die Werthe der Elemente 
für diese Epochen selbst ermittelt und diese Werthe schliesslich durch Inter- 
polationsformeln dargestellt. Die so erhaltenen Reihen sind aber nur semi- 
convergent. Wie eine einwurfsfreie Entwickelung in TAYLOR'sche Reihen, 
d. h. in convergente Reihen, durchgeführt werden müsste, ist klar: Restehen 
für ein Werthsystem x^^ x^^ x^^ ... Xn die Gleichungen 

wobei die fa analytische Functionen der Xa sind, so ergiebt sich 
ät^ ^^ }sxß dt 

rf3Xa_^ ^ ^Ya(^/?>^y) dXßdXy y^ ^fa(Xß)d''Xß 

dP ~^^^^ bXßhXy dt dt '^^^ Ixß df 
u. s. w. 

und wenn man hier in den rechten Seiten die Werthe der Xa einsetzt, die 



*) XII, A 23. Die Constante von w ist übrigens durch einen Druckfehler entstellt. 
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durch die Beobachtungen für t = o festgestellt worden sind, so erhält man 
durch 






+ •• 



die in einem gewissen Gebiete convergente lAYLOR'sche Reihe. 

In dem speciellen Falle können sich die Coeificienten der Le YBRRiER'schen 
Reihe, da vier Coeflficienten zur Darstellung von nur fünf Functionswerthen 
verwendet werden, recht beträchtlich von den Coeflicienten der lAYLOR^schen 
Entwickelung unterscheiden und dieses wird immer dann der Fall sein, 
wenn die Beschränkung auf vier Glieder, also auf die dritte Potenz der Zeit 
innerhalb des zur Verwendung gekommenen Intervalles von 2000 Jahren 
unzulässig ist. Dass nun dieser Fall bei der Entwickelung für Tts wirklich 
eintritt, wird sehr wahrscheinlich, wenn man die Special werthe für ^ = o, 
500, 1000, 1500, 2000 berechnet; die einzelnen Glieder werden dann in 
Secunden 

324416.700 = 324416.7 

324416.700 + 10084.683 + 41.000 + 2.917 = 334545-3 
324416.700 + 20169.366 + 164.000 + 23.336 = 344773.4 

324416.700 + 30254.049 4- 369-000 + 78.759 = 355118-5 

324416.700 + 40338.732 + 656.000 + 186.688 = 365598.1 

Die vier ersten Werthe stimmen genau mit den durch mechanische 
Quadratur berechneten überein, der fünfte dagegen ist in Folge der Ver- 
nachlässigung der vierten DiflFerenzen um 2''i zu klein. Dass aber die mit- 
genommenen Glieder den Anfang einer von den ersten Gliedern ab in einem 
für praktische Zwecke genügenden Grade convergenten Reihe darstellten, 
kann man nur noch bei der dritten Reihe, die dem Intervalle von 1000 Jah- 
ren entspricht, schwerlich auch noch bei der vierten, mit Bestimmtheit 
aber nicht bei der fünften annehmen. Wir sind danach berechtigt, die 
Gültigkeitsdauer der Potenzreihen für die säcularen Veränderungen der Bah- 
nen der grossen Planeten auf einen den Anfangswerth der Zeit sym- 
metrisch einschliessenden Zeitraum von nicht mehr als 2000 Jahren zu 
schätzen; man würde also mit unserem Verfahren eine Erweiterung der 
Gültigkeitsdauer auf mindestens den 19-fachen Betrag der für die Potenz- 
reihen geltenden Werthe erlangen und dieser Betrag scheint die grosse Mühe 
der numerischen Arbeit zu belohnen. Obwohl die Gültigkeitsdauer von rund 
38000 Jahren, die dem von uns angenommenen Werthe der Divisorenzahlen 
entspricht, gegen historische Zeiträume, oder gar gegen Zeiträume, aus denen 
für die Bestimmung der säcularen Veränderungen der Bahnen der grossen 
Planeten brauchbare Beobachtungen vorliegen, sehr gross ist, so ist diese 
Zahl doch sehr viel niedriger, als man von vornherein berechtigt zu sein 
schien, zu erwarten. Selbst die gegen die Erwartungen niedrige Gültigkeits- 
dauer der Lösung ist aber mit Bestimmtheit gross gegen den Zeitraum, auf 
den vorerst die durch eine einwurfsfreie Methode erlangten Resultate für 
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die säcularen Yeränderungen der Planetenbahnen wegen der Unsicherheit 
der Werthe der Constanten und namentlich der Massen, beschränkt werden 
müssen. Dass aber dieser Umstand nicht als Argument gegen die Zweck- 
mässigkeit unserer trigonometrischen Lösung und für eine Beschränkung auf 
die viel leichter zu erlangenden Entwickelungen nach den Potenzen der 
Zeit angesehen werden dtlrfe, können wir desshalb beanspruchen, weil die 
etwa nöthig werdenden Verbesserungen in den Werthen der Constanten, 
die wir als sehr gering zu betrachten berechtigt sind, und selbst die aus 
bisher nicht in Rücksicht gezogenen Ursachen hervorgehenden Veränderungen 
leicht durch nachträgliche Zusätze zu der von uns erstrebten Lösung und 
vermuthlich, ohne an dieser selbst etwas zu ändern, berücksichtigt werden 
können. Unsere Lösung würde also für die ganze Dauer ihrer Gültigkeit 
gleichsam der Stamm sein, an den nur, so, wie sich unsere Re'nntnisse über 
die Gonstanten und über die Beschaffenheit unseres Planetensystems im 
Verlaufe der Zeit vertieften, hie und da ein Zweig anzufügen wäre. 



Druck Ton Breitkopf & H&rtel in Leipzig^. 
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